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Algorithme, recette, etc.

Le nom d'algorithme vient d’'un hommage trés ancien au mathématicien persan
Al Khwarizmi (~780 - ~850). Celui-ci a, entre autres, étudié et développé la repré-
sentation positionnelle des nombres qui avait été découverte en Inde. Ses écrits
traduits en latin ont fait connaitre cette méthode en Europe a partir du XII¢ siécle.
L'usage de la notation positionnelle et des opérations associées était tellement
révolutionnaire par rapport a l'utilisation d'abaques que cette méthode a regu
globalement le nom d'algorithmie, en hommage a celui qui I'a fait connaitre, mais
cela n'a pas beaucoup a voir avec l'algorithmique moderne. Le mot a ensuite été
utilisé pour toute méthode de calcul systématique jusqu'a ce que la notion mo-
derne d'algorithme apparaisse au premier tiers du XX¢ siecle avec les travaux de
Hilbert, Ackermann, Gédel, Turing, Church, Post, etc.

On entend souvent qu'un algorithme est une sorte de recette de cuisine, mais la
plupart des recettes de cuisine font appel au jugement de I'opérateur et ne sont
donc pas des algorithmes : ex. blanchir des ceufs ou faire suer des oignons. La
cuisine industrielle est peut-étre algorithmique, mais qui voudrait s’y comparer ?

Historique

Les premieres présentations connues d'algorithmes, découvertes sur des tablet-
tes d'argile sumériennes, ne distinguent absolument pas probléme, instance et
algorithme. Un algorithme y est présenté par I'exemple de la résolution d'une
instance d'un probléme. Cela parait archaique, mais a I'école nous n'avons pas
appris autrement les quatre opérations : nous avons répété sans relache des exer-
cices de résolution d'instances des problémes de calculer une somme, une diffé-
rence, un produit, ou un quotient. Nous avons ainsi appris a calculer, mais nous
n'avons pas appris a exprimer des algorithmes, et encore moins a réfléchir sur
leurs propriétés. C'est pourtant ce second savoir qui est important pour un infor-
maticien car, comme le dit David Harel, c'est le Spirit of Computing (voir biblio-
graphie). Et on peut aussi penser que dans un monde fortement informatisé, ce
second savoir serait profitable plus largement qu'aux seuls informaticiens.

Cet état de fait archaique a duré jusque vers le XVI¢ siecle a partir duquel sont ap-
parus progressivement les éléments des notations mathématiques modernes :
variables, opérateurs, expressions, etc. Mais ce n'est qu'au XX siécle que les
concepts modernes d'itération, de conditionnelle, de récursion, etc., sont appa-
rus en tant que tels.

Quelques notions de calculabilité

L'effort de formalisation de la logique de la fin du XIX® siécle et du début du XXe© a
fait se demander ce qu'est un calcul afin de concevoir des méthodes de démonstra-
tion automatique ou de vérification de preuve qui soient incontestables. En 1936,
Alan Turing (1912-1954) propose un mécanisme de calcul appelé aujourd'hui
Machine de Turing. Ce mécanisme comporte un ruban pour stocker des données, et
des régles d'enchainement de lectures/écritures du ruban pour calculer. On dit
qu’un jeu de régles R réalise une fonction f (noté M[R] = f), si a chaque fois qu'on
représente une entrée x sur le ruban, R réalise un calcul qui s'arréte avec la repré-
sentation de f(x) sur le ruban. Pour certaines entrées, le calcul ne s'arréte pas et ne
rend donc aucun résultat ; ce sont des entrées ou f n'est pas définie.

Turing démontre les trois résultats suivants (en notation moderne et simplifiée) :

1. Il existe un jeu de régles MTU tel que pour tout jeu de regles R, il est vrai que
MIMTU](R, x) = M[R](x). Autrement dit, la machine MTU peut simuler tout jeu de
régles a condition qu’il soit représenté comme une donnée sur le ruban. On appelle
cela une Machine de Turing Universelle, et c'est le modéle théorique de tous les or-
dinateurs. Pour ceux-ci la mémoire est le ruban, le processeur est les régles MTU, et
leurs programmes stockés en mémoire sont autant de jeux de régles de calcul R.

2. Il n'existe pas de jeu de regles H tel que pour tout jeu de régles R et valeur v
représentés initialement sur le ruban, M[H](R, v) = Vrai si JM[R](v) s'arréte, Faux
sinon. Le probléme qui serait résolu par H s'appelle le Probleme de I'arrét (Halting
Problem). C'est le premier probléeme dont on ait montré formellement qu'il n'avait
pas de solution par une machine de Turing. On dit qu'il est indécidable.

3. Il n'existe pas de jeu de régles P tel que pour toute formule ¢ du calcul des
prédicats représentée initialement sur le ruban, M[P](¢) = Vrai si ¢ est démontra-
ble, Faux sinon. Turing démontre cela en montrant que si une telle machine existait
on pourrait s'en servir pour résoudre le Probléeme de I'arrét en le modélisant dans la
logique du calcul des prédicats. Le calcul des prédicats est donc lui aussi indécida-
ble. Cette méthode de preuve, dite par réduction, est typique de I'algorithmique.

On pourrait objecter a ces résultats négatifs qu'ils viennent peut-étre de ce que les
machines de Turing ne constituent pas un mécanisme de calcul assez puissant. Il n'y
a jamais eu de preuve du contraire, mais un faisceau de présomptions extrémement
fort. En effet, a partir de 1936 un trés grand nombre de mécanismes alternatifs ont
été proposés, d'une variété extraordinaire, mais ils se sont tous montrés équiva-
lents aux machines de Turing. On en conjecture ce qu'on appelle la These de
Church-Turing qui dit essentiellement que tout ce qui peut étre calculé peut I'étre
par une machine de Turing, et donc par tout autre mécanisme équivalent.
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Introduction a la théorie de la complexité

La théorie de la complexité a pour objet de déterminer le colt d'exécution des
algorithmes et le colt de résolution des probléemes. Le colt s'évalue le plus
souvent en temps de calcul, parfois en mémoire utilisée, mais pourrait décrire une
autre dimension, comme |'énergie. Le colt dépend évidemment de I'instance du
probléme considéré. Ex. il est plus facile de calculer la somme de 12 et 13 que celle
de 16578 et 87659. Donc ce n'est pas tant le colt qui est évalué que la fagon dont il
dépend des instances. Cela se représente par une fonction d'une caractéristique n
des instances (ex. n est le nombre de chiffres) vers le colit : caractéristique — cot.

Il reste une difficulté. Le but de tous ces efforts est de comparer des algorithmes
entre eux (lequel est le plus efficace ?) ou bien des problémes entre eux (lequel est
le plus difficile ?). Pour que cette comparaison soit équitable elle ne doit pas
dépendre des détails d'une mise en ceuvre. Du coup, ce n'est pas la fonction
caractéristique — colt qui nous intéresse mais la forme de son graphe, capturée
dans la notion d'ordre de grandeur. Un ordre de grandeur est une caractéristique
de fonction de col(t, et donc un ensemble de fonctions qui ont la méme
caractéristique. Un des ordres de grandeur les plus utilisés se note O(f) pour
désigner I'ensemble des fonctions qui ne croissent pas plus vite que f. Ex. O(n?)
désigne I'ensemble des fonctions qui ne croissent pas plus vite que n?. Formelle-
ment cela s'écrit g = O(f) (3 lire impérativement g € O(f), ou f domine g), ssi
IN.JC.Vn>N.[ g(n) £ Cxf(n)].Onylitquefest A Cxf
dominé par g ssi au dela d'un seuil N, on peut
trouver un facteur C, tel que g est toujours
sous Cxf. Remarquer que en aucun cas
g = O(f) ne signifie que g est inférieure a f ou
que g tend vers f | Ex. cos(n) = O(n). D'autres
expressions d'ordre de grandeur sont Q(f)
pour les fonctions qui dominent f, et O(f)
pour les fonctions qui dominent f et sont
dominées par f, et d'autres encore.

»
»

N
On peut montrer que O(f) = O(cxf) si ¢ est une constante ou que O(f) = O(f+g) si
g=0(f). Un ordre de grandeur ne dépend donc pas des facteurs constants ni des
ajouts d'ordres de grandeur plus faibles. En particulier, O(log, x) = O(log, x) =
Ollog x?) = O(log xP), pour tout a et b ; on peut donc oublier la base du logarithme.
Tres souvent, les ordres de grandeur s'expriment a I'aide de fonctions simples : élé-
vation a une puissance (n°), logarithme (log n), exponentielle (b"), ou des produits
de fonctions simples (ex. nxlog n), ou n est la taille de I'instance.
4

Ordres de grandeur et algorithmes

Considérons l'algorithme de produit matriciel qui effectue les produits scalaires
des lignes d'une matrice par les colonnes de I'autre. Pour des matrices de taille
nxn, il calcule n? coefficients qui chacun demande de faire n produits élémen-
taires. Il fait donc n® produits élémentaires. Le probléme produit matriciel est
donc dans O(n?), mais on peut aussi affirmer qu'il est dans Q(n?) car il y a
n? coefficients a calculer. Le © du co(t intrinséque du probléme est donc entre n?
et n®. On connait des algorithmes qui font moins de n® produits, et plus que n?,
mais on ne connait pas le ® de ce probleme, pourtant assez banal.

Voici des ordres de grandeur et des problémes et algorithmes qui les illustrent :

* logn :larecherche dichotomique (ex. comme dans un dictionnaire).

* n(=linéaire): la recherche séquentielle (ex. comme dans un livre sans index).

* nxlogn:un Oetun Q du co(t du probléme du tri par comparaison-échange,
donc le co(it intrinséque de ce probléme, son ©.

* n? (= quadratique) : le pire des cas de l'algorithme du tri rapide (quicksort),
donc son ©. Ce n'est donc pas un algorithme optimal pour le probléme du tri.

e nlog;7 = n28L-: "algorithme de Strassen pour le produit matriciel.

* n?:l'algorithme usuel pour le produit matriciel.

* n° (= polynomial) : ordre de grandeur des colts qualifiés de supportables,
méme si un co(t de n% est certainement exorbitant.

* b" (= exponentiel) : ordre de grandeur de colts qualifiés d'insupportables.
Noter que des colts bien plus élevés sont possibles et fréquents en pratique.

problemes
On appelle polynomiaux (on note P) les problémes dont décidables
I'ordre de grandeur du co(t est dominé par un polynéme. \
NP

Pour certains problémes on ne connait pas de solution
polynomiale, mais on sait vérifier en temps polynomial
qu'une proposition de réponse est correcte. On dit qu'ils
sont dans NP. Ex. on ne connait pas d'algorithme polyno-
mial pour calculer les facteurs premiers d'un nombre, mais il
est facile de vérifier que des nombres sont les facteurs d'un
autre ; il suffit de les multiplier, ce qui a un colt polynomial.

P < NP, car calculer la réponse permet de vérifier une réponse proposée, mais
on ne sait pas si P = INP. C'est une des grandes questions ouvertes des mathé-
matiques du XXI¢ siécle, méme si le consensus est plutét que P #+ NP.

5



Mode d'emploi :

* Lire cette page de prérequis, calcul et logique, comprendre, apprendre le cas échéant.

* Préparer les plis (voir traits gris rentrants et traits rouges saillants au verso de cette page).

* Découper selon le trait rouge entre les deux @ du verso de cette page, puis achever le pliage.

(D puissances, racines et logarithmes

La né™ puissance d'un nombre x, notée x", est le produit de n copies de ce nombre. La racine n®™ d'un nombre x, notée ™/, est un nombre y tel que
y" = x, soit de quoi x est le produit de n copies ; y est en général irrationnel. Par exemple, 124/2 = 1.05946... est le rapport des fréquences de deux notes
de musique séparées par 1 demi-ton ; c'est de quoi 2 (le rapport de fréquence d'un octave) est le produit de 12 copies (les 12 demi-tons de I'octave).
Initialement congues pour n a valeur entiere, ces opérations ont été progressivement généralisées par continuité a toutes sortes de nombres, si bien que
puissances et racines sont maintenant deux instances du méme concept. On montre que x**® = x® X x° et <0 = (x"’)b = (x)?, que x" = 1/x" et
xMn = n/x, et que x¥/° est un nombre y tel que x* = y®.

Le logarithme en base b d'un nombre x, noté log, x, est un nombre y tel que bY = x, soit de quel nombre de copies de b x est le produit ; y est en général
non-algébrique, c-a-d. pas racine d’un polyndme a coefficients rationnels. On montre que log, x est strictement croissante, que log, 1 =0 et log, b =1,
que log, (xxy) = (log, x) + (log, y), que log, x = (log, x) X (log, b’), et que x'°s:Y = y'°e: X, Noter que en général log, x <« x. Par exemple, le logarithme en
base 10 d'un nombre est a peu prés le nombre des chiffres de sa représentation décimale : 1,95... pour 90, 2,99... pour 990 et 5,999... pour 999000.
L'erreur faite en arrondissant un logarithme a un entier voisin est bornée de la facon suivante : n < b'"°&."! < bxn et n/b < b'°&" < n. Par exemple,
4 < 2logal< g 7 < 2olloe, 71 = 8 < 27 = 14, 8/2 = 4 < 2lom. 8l < 8 et 5/2 = 2,5 < 2liee.5! = 4 < 5. Noter enfin que pour tout & = 0, lim,_,.. x5/log, x = 0 ;
une puissance finit toujours par dépasser un logarithme.

Le logarithme permet des changements de variable intéressants. Quand un phénoméne a une dimension qui croit par multiplication d'un facteur
constant a chaque pas de temps, par exemple, loi de Moore, multiplication par 2 de la capacité des disques durs tous les 2 ans, doublement du nombre
de grains de riz a chaque case de I'échiquier, on dit qu'il a une croissance exponentielle. Ces phénomenes sont difficiles a représenter graphiquement
car le rapport entre les plus petites valeurs et les plus grandes est énorme : par exemple, plusieurs millions sur I'histoire des capacités des disques durs,
c'est-a-dire beaucoup plus que le nombre de points d'impression sur la hauteur d'une page A4.

Le changement de variable (t, f(t)) — (t, log, f(t)), c-a-d. afficher log,, f(x) plutét que f(x) a I'abscisse x, rend le graphe de f plus lisible et I'hypothése de
croissance exponentielle facile a vérifier si les points s'alignent sur une droite ; on appelle cela la projection lin % log.

On peut aussi convenir du changement de variable (t, f(t)) — (log, t, log, f(t)), c-a-d. afficher log,, f(x) a I'abscisse log, x plutot que f(x) a I’abscisse x
pour former la projection log X log. Son avantage est que le graphe des phénoménes de croissance polynomiale y tend vers une droite dont la pente est
le degré du polynéme. C'est un moyen trés simple de vérifier si un phénomene a une croissance polynomiale ou non.

fa
%gg - N'oubliez jamais !
64 \0Q~°
e 32 ++ Un modele est toujours imparfait, parfois utile, et
16 & c'est tout ce qu'on peut lui demander (d'aprés George
2 &o Box 1978, voir aussi les cartes a I'échelle 1/1 de Jorge
2 Luis Borges 1946 et Lewis Carroll 1893 qui sont parfai-
F———— tes et inutiles, parfaitement inutiles).
fy L'informatique ne travaille que sur la représentation
fa des choses ; il lui faut des capteurs et des actionneurs
16 pour toucher les choses. Par contre, travailler sur des
x 32 + représentations de représentations de ... est courant.
Eﬂf 16 .@f\ Par exemple, 440 est une représentation d'un entier
8 S 8 &O\ qui peut étre la représentation de la mesure d'une
§’ 4 fréquence, tout comme 1B8, et La, pourrait étre une
Q 2 autre représentation de la méme fréquence. Il faut
2 1 toujours se demander ce qui a du sens par rapport a ce
3 —— ui est modélisé.
12345678 ¢ T2481632° d

@) Idiomes logiques

En pratique, on n'utilise pas n'importe quelle formule de la logique des prédicats. On a tendance a utiliser des imbrications de quantificateurs et de connecteurs qui sont idiomatiques et qu'il convient de

reconnaitre et interpréter correctement au premier coup d'ceil.

Quantifications dans un domaine : Trés souvent, on écrit des formules comme Vx € E . ¢(x) ou ¥x tq y(x) . &(x). Les x € E et tq y(x) sont une fagon de dire dans quel domaine doit étre évaluée la quantification.
Ces formules doivent étre lues Vx . [x € E = ¢(x)] et Vx . [y(x) = ¢(x)]. Une conséquence directe est qu'une quantification universelle sur un domaine vide est trivialement vraie. Cela parait une situation
étrange, mais c'est banal en algorithmique, spécialement quand on considere les cas d'initialisation : ex. Tous les utilisateurs sont ... lorsqu'il n'y a pas d'utilisateurs. De la méme fagon, on écrit des formules

(D calcul des propositions

Propositions atomiques (ou atomes) : Ce sont des formules élémentaires a qui on peut attribuer une valeur de vérité, Vrai ou Faux. On les note souvent par des
lettres minuscules : ex. a, b, c.

Formules propositionnelles : Ce sont des formules, élémentaires ou non, qui sont reliées par des connecteurs logiques, généralement A, V, =, ou =.

* conjonction, ¢, A ¢, : relie deux formules pour en former une troisieme qui est vraie ssi les deux premiéres le sont. Le connecteur A est commutatif, associatif, et a
pour élément neutre la valeur de vérité Vrai. Cela permet la notation de conjonction étendue comme /\;c(; . ¢;. Si on convenait que Faux < Vrai, ¢, A ¢, serait le
minimum de ¢, et ¢,. Si on convenait que Faux = 0 et Vrai = 1, ¢, A ¢, serait ¢, X ¢,.

* disjonction, ¢, V ¢, : relie deux formules pour en former une troisiéme qui est vraie ssi au moins une des deux premiéres I'est. Le connecteur V est commutatif,
associatif, et a pour élément neutre la valeur de vérité Faux. Cela permet la notation de disjonction étendue comme V; <y, ¢;. Si on convenait que Faux < Vrai,
b, V §, serait le maximum de ¢, et ¢,. Si on convenait que Faux =0 et Vrai = 1, ¢, V ¢, serait 1 — (1—¢,) X (1—¢,).

* implication, ¢, = ¢, : relie deux formules pour en former une troisieme qui est fausse ssi ¢, est vraie alors que ¢, est fausse. Le connecteur = n'est ni commutatif ni
associatif. Si on convenait que Faux < Vrai, ¢, = ¢, serait Vraissidp, < ¢, .

* négation, — ¢ : constitue une formule qui est fausse ssi ¢ est vraie. Si on convenait que Faux =0et Vrai=1, = ¢ serait1—¢ .

Satisfaisabilité : les formules du calcul des propositions peuvent étre vues comme
des fonctions des variables qu'elles contiennent : {Vrai, Faux}" — {Vrai, Faux} pour
une formule qui compte n variables. On peut représenter chacune de ces fonctions

Vrai Vrai Vrai Vrai par une table de vérité. Il s'agit d'un tableau comportant 2" lignes, et n+1 colonnes.
Vrai Faux Dans leurs n premieres colonnes, les lignes représentent toutes les entrées possi-
Vrai Vrai Faux Faux bles (appelées valuations des variables), et dans leur n+1-éme colonne, elles repré-
Vrai Faux Vrai Vrai Faux Faux sentent ce que vaut la fonction pour cette entrée. Ex. les formules (aVb)Ac, avV—a,
et aA=a peuvent étre représentées par les tables de vérité ci-contre.
Vrai Faux Faux Faux
On peut remarquer que toutes les lignes de la table de av—a ont la valeur Vrai en
Faux Vrai Vrai Vrai position de résultat ; on dit que cette formule est une tautologie, elle vaut Vrai
5 pour toutes ses entrées. Toutes les lignes de la table de aA—a ont la valeur Faux ;
L Vrai L Fl . . on dit que cette formule est contradictoire ou absurde. Finalement, les lignes de la
Faux Faux Vrai Faux VAL L table de (aVb)Ac ont soit Vrai soit Faux ; on dit que cette formule est satisfaisable
(bien sdr, les tautologies sont aussi satisfaisables). Il est souvent intéressant de
Faux  Faux  Faux Faux Faux Vrai

savoir pour quelles entrées une formule vaut Vrai.

@ calcul des prédicats

Dans sa définition la plus naive le calcul des prédicats est la formalisation de la logique employée tous les jours dans les activités un peu scientifiques. Elle permet
d'exprimer des jugements sous forme de formules, et de décider formellement si ils sont vrais ou faux. Les formules de la logique des prédicats sont formées des
connecteurs du calcul des propositions (ex. A, V, =, et =) et des quantificateurs ¥ et 3.

Formules quantifiées : Ce sont des formules, élémentaires ou non, dont la valeur de vérité s'évalue par rapport a un ensemble d'objets, plutot que par rapport a un
objet. Syntaxiquement, une quantification lie une variable, comme le font f dx ou d.../dx. Sémantiquement, les quantifications sont définies comme suit :

* quantification universelle, ¥x . ¢ (x) : constitue une formule qui est vraie ssi ¢ est vraie de tous les éléments du domaine. Si le domaine est fini, la quantification
universelle est juste une conjonction des applications de ¢ a tous les éléments du domaine.

* quantification existentielle, 3x . ¢ (x) : constitue une formule qui est vraie ssi ¢ est vraie d'au moins un élément du domaine. Si le domaine est fini, la quantification
existentielle est juste une disjonction des applications de ¢ a tous les éléments du domaine.

Parentheéses et priorité des opérateurs : |l est courant d'assigner des priorités d'opérateurs aux différents connecteurs et quantificateurs afin de spécifier comment se
lisent les formules complexes en I'absence de parenthéses. C'est utile mais absolument pas fondamental car ces conventions dépendent trop des outils, et méme
quand ce n'est pas le cas, il n'est jamais tres prudent de se reposer trop lourdement sur les priorités des opérateurs quand le colt de quelques parenthéses est si
faible devant le codt d'une grosse erreur. Ce genre d'expertise est a réserver aux experts. Il vaut mieux ne pas étre avare de parenthéses, ex. utiliser les parenthéses
rondes ((...)) pour structurer les connecteurs, et les parenthéses carrées (ou crochets, [...]) pour les quantificateurs.

(@) Ssommations

La somme et le produit étant des opérations associatives, commutatives et ayant chacune un élément
neutre, on peut se permettre des notations de sommes et produits itérés : ¥; e jyins i €t [1i e bins fi OU les t;
et f; sont des termes et facteurs dépendants de i. Si l'intervalle des indices est vide (ex. [0 O[) la valeur
conventionnelle de I'expression est I'élément neutre de I'opération, ex. 0 pour la somme et 1 pour le
produit, mais aussi Faux pour la disjonction (), qui est une sorte de somme, et Vrai pour la conjonction
(/\), qui est une sorte de produit.

comme 3x € E . ¢(x) ou Ix tq y(x) . §(x). Ces formules doivent étre lues Ix . [x € E A ¢(x)] et Ix. [w(x) A ¢(x)]. On voit alors qu'une quantification existentielle sur un domaine vide est trivialement fausse.

Cascades de quantifications : On imbrique souvent les quantifications. Certaines imbrications doivent faire réfléchir, et d'autres moins.
e Ix.3Ay. ¢ (x, y)est équivalenta Iy . Ix. ¢ (x, y) qu'on note souvent Ix, y . ¢ (x, y) ; I'ordre des quantificateurs ne compte pas.
° Vx.Vy.o(x y)estéquivalenta Vy. Vx. ¢ (x, y) qu'on note souvent Vx, y . ¢ (x, y) ; I'ordre des quantificateurs ne compte pas non plus.

Certaines sommations doivent étre connues ; il est méme bon de savoir les retrouver :

* Yiemnl :somme des n premiers entiers (c-a-d. de 1 a n). C'est égal a n X (n+1) / 2. EX. 3; < (1171 = 153.

* Jicon X : somme des n premiéres puissances de x (c-a-d. de x° a x™?). C'est égal a (x" — 1) / (x — 1).
Ex. Ve pon2'= 2"=1.

* Vx.3y. ¢ (x y) exprime que pour chaque x il y a un y, qui peut dépendre de x, qui a la propriété désirée. Ex. dans Vx. 3y . [x X y = 0], le méme y convient pour tous les x, mais dans Vx .y . [x Xy =1], a

tout x correspond un y différent. Un y existentiel est donc implicitement une fonction de tous les x universels qui le précedent.

*Jx . Yy . b (x, y) exprime qu'un x unique a la propriété désirée pour tous les y. Ex. 3x . ¥y . [x X y = 0] est vrai, mais pas 3x . ¥y . [x X y = 1]. On voit donc que lorsqu'il y a une alternance de quantificateurs
I'ordre compte ! Ces alternances sont |'essence de nombreuses définitions importantes en mathématiques (ex. continuité, convergence) et en informatique (ex. ordres de grandeurs au verso de cette page).

Il est bon aussi de se rappeler quelques transformations élémentaires :
* Yicon (KXt)=kX Y contiet Xicjon k=k X n,sikne dépend pas de .
. ZiE[O nl (s;i+t)= ZiE[On[ s; + Zié[on[ t; . Attention, rien de tel pour 215[0 o (sixt)!
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