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Pourquoi	nlog27et	n××logn		?

Oninventerarementdesalgorithmesex-nihilo;onappliqueplutôtdesstratégies
pourcombinerdestraitementsélémentaires.Diviserpourrégnerenestunbon
exemplequand3conditionssontréunies:
1.OnpeutdivisertouteinstanceI(0)duproblèmeenplusieursinstancesI(1)telles
quelasolutionS(0)deI(0)peutêtrereconstruiteàpartirdecellesdesI(1).
2.LasommedescoûtsdeconstructionetdetraitementdesI(1)etdescoûtsde
reconstructiondeS(0)estmoindrequelecoûtdetraitementdirectdeI(0).
3.OnpeutitérerleprocédéenconstruisantdesinstancesI(j+1)dérivéesdes
instancesI(j)jusqu'àobtenirdesinstancesquel'onnediviseplus.

Ex.Strassenamontréen1969quetouteinstanceI(0)duproblèmedeproduitma-
tricieln×n(avecn=2kpoursimplifier)pouvaitêtrediviséeen7instancesI(1)de
taille2k-1×2k-1.Enitérant,onobtient7kinstancesI(k),et7k=7log2n=nlog27=n2,81....

Demême,touteinstanceI(0)duproblèmedutrid'unelistedenéléments(avec
n=2kànouveau)peutêtredécomposéedefaçonàtrierlapremièremoitiédela
liste,puislaseconde,puisfusionnerlesdeux.Lecoûtdelafusionestproportion-
nelàlalongueurdeslistesàfusionner.Àchaqueitérationona2jinstancesI(j)de
tridelistesdelongueurs2k-j,soitàchaquefois2kélémentsàfusionner.Ilya
kitérations,etlecoûttotalestdoncde2k×k=n×log2n.

Commentpeut-onêtredansNP?

RappelonsquePP⊆⊆NNPP.Iln'estdoncpasextraordinaired'êtredansNNPP;le
produitmatricieletletrisontdansPPdoncdansNNPP!

LeplusfameuxproblèmedeNNPPestleproblèmeSATducalculdespropositions.
Ils'agitdedéterminersiuneformuleFànvariablesestsatisfaisableounon.Une
solutionnaïveconsisteàconstruirelatablededécisiondeF(2nlignes),puis
testersiellecontientuneligneoùlerésultatestVrai.SATestdoncdansOO(2n).
UnefoisdonnéesdesvaleurspourlesvariablesdeFilestfacile(polynomial)de
vérifiersiellessatisfontF.SATestdoncdansNNPP.Etcettefois-cionnesaitpassi
SATestdansPP;onneconnaîtpasd'algorithmedontl'ordredegrandeursoit
meilleurque2n,maisonn'apaslapreuvequ'iln'enexistepas.

SATauneautrepropriété;ilestNNPP-complet(Cook,1971).Celasignifiequetout
problèmedeNNPPpeutêtretraduitenSATdefaçonàlerésoudreenutilisantun
solveurdeSAT.SATreprésentedonclaNNPP-itéparexcellence.

6

Quelques notions de calculabilité

L'effort de formalisation de la logique de la fin du XIXe siècle et du début du XXe a
fait se demander ce qu'est un calcul afin de concevoir des méthodes de démonstra-
tion automatique ou de vérification de preuve qui soient incontestables. En 1936,
Alan Turing (1912-1954) propose un mécanisme de calcul appelé aujourd'hui
Machine de Turing. Ce mécanisme comporte un ruban pour stocker des données, et
des règles d'enchaînement de lectures/écritures du ruban pour calculer. On dit
qu’un jeu de règles R réalise une fonction f (noté MM[R] = f), si à chaque fois qu'on
représente une entrée x sur le ruban, R réalise un calcul qui s'arrête avec la repré-
sentation de f(x) sur le ruban. Pour certaines entrées, le calcul ne s'arrête pas et ne
rend donc aucun résultat ; ce sont des entrées où f n'est pas définie.

Turing démontre les trois résultats suivants (en notation moderne et simplifiée) :
1. Il existe un jeu de règles MTU tel que pour tout jeu de règles R, il est vrai que
MM[MTU](R, x) = MM[R](x). Autrement dit, la machine MTU peut simuler tout jeu de
règles à condition qu’il soit représenté comme une donnée sur le ruban. On appelle
cela uneMachine de Turing Universelle, et c'est le modèle théorique de tous les or-
dinateurs. Pour ceux-ci la mémoire est le ruban, le processeur est les règles MTU, et
leurs programmes stockés en mémoire sont autant de jeux de règles de calcul R.
2. Il n'existe pas de jeu de règles H tel que pour tout jeu de règles R et valeur v
représentés initialement sur le ruban, MM[H](R, v) = Vrai si MM[R](v) s'arrête, Faux
sinon. Le problème qui serait résolu par H s'appelle le Problème de l'arrêt (Halting
Problem). C'est le premier problème dont on ait montré formellement qu'il n'avait
pas de solution par une machine de Turing. On dit qu'il est indécidable.
3. Il n'existe pas de jeu de règles P tel que pour toute formule 𝝓𝝓 du calcul des
prédicats représentée initialement sur le ruban,MM[P](𝝓𝝓) = Vrai si 𝝓𝝓 est démontra-
ble, Faux sinon. Turing démontre cela en montrant que si une telle machine existait
on pourrait s'en servir pour résoudre le Problème de l'arrêt en le modélisant dans la
logique du calcul des prédicats. Le calcul des prédicats est donc lui aussi indécida-
ble. Cette méthode de preuve, dite par réduction, est typique de l'algorithmique.

On pourrait objecter à ces résultats négatifs qu'ils viennent peut-être de ce que les
machines de Turing ne constituent pas un mécanisme de calcul assez puissant. Il n'y
a jamais eu de preuve du contraire, mais un faisceau de présomptions extrêmement
fort. En effet, à partir de 1936 un très grand nombre de mécanismes alternatifs ont
été proposés, d'une variété extraordinaire, mais ils se sont tous montrés équiva-
lents aux machines de Turing. On en conjecture ce qu'on appelle la Thèse de
Church-Turing qui dit essentiellement que tout ce qui peut être calculé peut l'être
par une machine de Turing, et donc par tout autre mécanisme équivalent.
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Algorithme,	recette,	etc.

Le nom d'algorithme vient d’un hommage très ancien au mathématicien persan
Al Khwarizmi (~780 − ~850). Celui-ci a, entre autres, étudié et développé la repré-
sentation positionnelle des nombres qui avait été découverte en Inde. Ses écrits
traduits en latin ont fait connaître cette méthode en Europe à partir du XIIe siècle.
L'usage de la notation positionnelle et des opérations associées était tellement
révolutionnaire par rapport à l'utilisation d'abaques que cette méthode a reçu
globalement le nom d'algorithmie, en hommage à celui qui l'a fait connaître, mais
cela n'a pas beaucoup à voir avec l'algorithmique moderne. Le mot a ensuite été
utilisé pour toute méthode de calcul systématique jusqu'à ce que la notion mo-
derne d'algorithme apparaisse au premier tiers du XXe siècle avec les travaux de
Hilbert, Ackermann, Gödel, Turing, Church, Post, etc.

On entend souvent qu'un algorithme est une sorte de recette de cuisine, mais la
plupart des recettes de cuisine font appel au jugement de l'opérateur et ne sont
donc pas des algorithmes : ex. blanchir des œufs ou faire suer des oignons. La
cuisine industrielle est peut-être algorithmique, mais qui voudrait s’y comparer ?

Historique

Les premières présentations connues d'algorithmes, découvertes sur des tablet-
tes d'argile sumériennes, ne distinguent absolument pas problème, instance et
algorithme. Un algorithme y est présenté par l'exemple de la résolution d'une
instance d'un problème. Cela paraît archaïque, mais à l'école nous n'avons pas
appris autrement les quatre opérations : nous avons répété sans relâche des exer-
cices de résolution d'instances des problèmes de calculer une somme, une diffé-
rence, un produit, ou un quotient. Nous avons ainsi appris à calculer, mais nous
n'avons pas appris à exprimer des algorithmes, et encore moins à réfléchir sur
leurs propriétés. C'est pourtant ce second savoir qui est important pour un infor-
maticien car, comme le dit David Harel, c'est le Spirit of Computing (voir biblio-
graphie). Et on peut aussi penser que dans un monde fortement informatisé, ce
second savoir serait profitable plus largement qu'aux seuls informaticiens.

Cet état de fait archaïque a duré jusque vers le XVIe siècle à partir duquel sont ap-
parus progressivement les éléments des notations mathématiques modernes :
variables, opérateurs, expressions, etc. Mais ce n'est qu'au XXe siècle que les
concepts modernes d'itération, de conditionnelle, de récursion, etc., sont appa-
rus en tant que tels.
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Introduction à la théorie de la complexité

La théorie de la complexité a pour objet de déterminer le coût d'exécution des
algorithmes et le coût de résolution des problèmes. Le coût s'évalue le plus
souvent en temps de calcul, parfois en mémoire utilisée, mais pourrait décrire une
autre dimension, comme l'énergie. Le coût dépend évidemment de l'instance du
problème considéré. Ex. il est plus facile de calculer la somme de 12 et 13 que celle
de 16578 et 87659. Donc ce n'est pas tant le coût qui est évalué que la façon dont il
dépend des instances. Cela se représente par une fonction d'une caractéristique n
des instances (ex. n est le nombre de chiffres) vers le coût : caractéristique→ coût.

Il reste une difficulté. Le but de tous ces efforts est de comparer des algorithmes
entre eux (lequel est le plus efficace ?) ou bien des problèmes entre eux (lequel est
le plus difficile ?). Pour que cette comparaison soit équitable elle ne doit pas
dépendre des détails d'une mise en œuvre. Du coup, ce n'est pas la fonction
caractéristique → coût qui nous intéresse mais la forme de son graphe, capturée
dans la notion d'ordre de grandeur. Un ordre de grandeur est une caractéristique
de fonction de coût, et donc un ensemble de fonctions qui ont la même
caractéristique. Un des ordres de grandeur les plus utilisés se note OO(f) pour
désigner l'ensemble des fonctions qui ne croissent pas plus vite que f. Ex. OO(n2)
désigne l'ensemble des fonctions qui ne croissent pas plus vite que n2. Formelle-
ment cela s'écrit g = OO(f) (à lire impérativement g	∈	OO(f), ou f domine g), ssi
∃N.∃C.∀n>N.[ g(n) ≤ C×f(n) ]. On y lit que f est

On peut montrer que OO(f) = OO(c×f) si c est une constante ou que OO(f) = OO(f++g) si
g=OO(f). Un ordre de grandeur ne dépend donc pas des facteurs constants ni des
ajouts d'ordres de grandeur plus faibles. En particulier, OO(loga x) = OO(logb x) =
OO(log xa) = OO(log xb), pour tout a et b ; on peut donc oublier la base du logarithme.
Très souvent, les ordres de grandeur s'expriment à l'aide de fonctions simples : élé-
vation à une puissance (nc), logarithme (log n), exponentielle (bn), ou des produits
de fonctions simples (ex. n×log n), où n est la taille de l'instance.
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MêmepaspeurdeNP!

ApparteniràNNPPn'estpasunemauvaisenouvelleensoit.Cequiestinquiétant
c'estd'apparteniràNNPPavecpeud'espoird'apparteniràPP.C'estlecasdesproblè-
mesNNPP-complets.SATestlepremierproblèmeàavoirétédémontréNNPP-
complet.Àsasuitedescentainesdeproblèmesl'ontaussiété,etparmieuxdetrès
nombreuxproblèmesdegrandeimportancepratique.Envoiciunesélection:
•TSP(TravelingSalesmanProblem–Problèmeduvoyageurdecommerce):soit
npoints(ex.nvilles),ladonnéedesdistancesquilesséparent(ex.distancekilo-
métriqueoucoûtduvoyage),trouverlepluscourtcheminquipartd'unpoint
choisiàl'avance,passepartouslespointsetrevientaupointdedépart.
•COL(coloriagedegraphe):soitungrapheànsommets,trouverlepluspetit
nombredecouleursquipermettedecolorierlessommetsdugraphedetellefaçon
quedeuxsommetsvoisinsaienttoujoursdescouleursdifférentes.C'estleproto-
typedeproblèmesdeplanificationoud'allocationderessources.
•KP(KnapsackProblem–Problèmedusac-à-dos):soituncontenant(ex.unsac-
à-dos),sacapacité(ex.enlitre),etdesobjetscaractérisésparunvolumeetune
valeur,trouverunchargementdusacquirespectesacapacitéetsoitdevaleur
maximale.C'estleprototypedeproblèmesdesélection.

Cesproblèmesformalisentdesquestionsauxquellesilseraitextrêmementutile
d’avoirdesréponsesetilsdemandentàêtrerésolusenréalitépourdetrèsgrosses
instances.Commentdoit-onconsidérerlefaitqu'ilssontNNPP-complets?
•Tentersachance:essayerenespérantqueçapasse.C'estcequ'onfait,avec
subtilité,pourSAT.LesSATsolversfontl’objetd’unecompétitioneffrénée.
•Accepterdesquasi-solutions:neplusrechercherlesréponsesoptimales,mais
desréponsesacceptables.Ex.ilexistedetrèsbonnesheuristiquespourlesproblè-
meslistés.L'uned'ellesconsisteàconstruireprogressivementlesélémentsd'une
réponseenfaisanttoujourslechoixapparemmentleplusfavorablesansjamais
revenirdessus(onappellecetteheuristiquelagloutonnerie).Ex.pourTSP,
toujourschoisirlepointleplusprochedupointcourant,ets'yrendre.C'estsub-
optimalcarparfoisilvautmieuxfairemaintenantunchoixmoinsfavorable(un
sacrifice)quipermetunchoixplusfavorableplustard(lebénéficedusacrifice).
•Utiliserunquasi-algorithme:utiliserdesméthodesd'optimisationcomme
l'algorithmiquegénétique,oulerecuitsimulé,oudesméthodesdel'intelligence
artificiellecommel’apprentissageprofond(deeplearning).

Danstouslescas,ilestsouventnécessairederésoudredesinstancesdeproblèmes
NNPP-completsetilnefautpashésiteràlefaire,enenprenantlesmoyens.
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Conclusionsetperspectives

Lapenséealgorithmiqueestaucœurdel'informatique.Touttraitementautomatisé
metenœuvredesalgorithmes.Cependant,iln'existepasdelangaged'usagegéné-
ralisépournoterdesalgorithmes.Enfait,unalgorithmen'estjamaisliéàunenota-
tion,c'estunconcept.Encela,lesalgorithmesdiffèrentdesprogrammescarces
dernierssontliésauxlangagesdeprogrammationdanslesquelsilssontécrits.Les
algorithmessontbiendesabstractionsdesprogrammes.

Lapenséealgorithmiquecontiententreautresdesélémentsdestratégie(ex.diviser
pourrégnerquidonned'excellentsalgorithmes),etmêmedesélémentsdeposture
quasipolitique(ex.répéteruneactionlocalepouruneffetglobal,oulabonne
représentationfaitlebonalgorithme).

Enfin,lapratiquealgorithmiquedoitêtreempreintedepragmatisme.Unalgorithme
decomplexitémédiocrepeutêtrepréféréàunalgorithmequiseraitmeilleursurle
papier.
Ex.1,l'algorithmeduSIMPLEXpourrésoudrelessystèmesd'(in)équationslinéaires
:ilestdecomplexitéexponentielledanslepiredescas,maisc'estunpirecasrare-
mentréalisé;ilestsouventpréféréàdesalgorithmespolynomiauxplusmodernes
carilestplusfacileàmettreenœuvre.
Ex.2,l'algorithmequicksortpourletri:iln'estpasoptimalenthéorie,maisilest
excellentenpratique.
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N

f
g

C´́f
dominé par g ssi au delà d'un seuil N, on peut
trouver un facteur C, tel que g est toujours
sous C× f. Remarquer que en aucun cas
g = OO(f) ne signifie que g est inférieure à f ou
que g tend vers f ! Ex. cos(n) = OO(n). D'autres
expressions d'ordre de grandeur sont 𝛀𝛀(f)
pour les fonctions qui dominent f, et 𝚯𝚯(f)
pour les fonctions qui dominent f et sont
dominées par f, et d'autres encore.

Ordres de grandeur et algorithmes

Considérons l'algorithme de produit matriciel qui effectue les produits scalaires
des lignes d'une matrice par les colonnes de l'autre. Pour des matrices de taille
n×n, il calcule n2 coefficients qui chacun demande de faire n produits élémen-
taires. Il fait donc n3 produits élémentaires. Le problème produit matriciel est
donc dans OO(n3), mais on peut aussi affirmer qu'il est dans 𝛀𝛀(n2) car il y a
n2 coefficients à calculer. Le 𝚯𝚯 du coût intrinsèque du problème est donc entre n2
et n3. On connaît des algorithmes qui font moins de n3 produits, et plus que n2,
mais on ne connaît pas le 𝚯𝚯 de ce problème, pourtant assez banal.

Voici des ordres de grandeur et des problèmes et algorithmes qui les illustrent :
• log n : la recherche dichotomique (ex. comme dans un dictionnaire).
• n (= linéaire) : la recherche séquentielle (ex. comme dans un livre sans index).
• n×log n : un OO et un 𝛀𝛀 du coût du problème du tri par comparaison-échange,
donc le coût intrinsèque de ce problème, son 𝚯𝚯.
• n2 (= quadratique) : le pire des cas de l'algorithme du tri rapide (quicksort),
donc son 𝚯𝚯. Ce n'est donc pas un algorithme optimal pour le problème du tri.
• nlog2 7 = n2,81… : l’algorithme de Strassen pour le produit matriciel.
• n3 : l’algorithme usuel pour le produit matriciel.
• nc (= polynomial) : ordre de grandeur des coûts qualifiés de supportables,
même si un coût de n100 est certainement exorbitant.
• bn (= exponentiel) : ordre de grandeur de coûts qualifiés d'insupportables.
Noter que des coûts bien plus élevés sont possibles et fréquents en pratique.

On appelle polynomiaux (on note PP) les problèmes dont mmmmmmmmiiiiiiiii
l'ordre de grandeur du coût est dominé par un polynôme.

Pour certains problèmes on ne connaît pas de solution mmmmmmmmmmmii
polynomiale, mais on sait vérifier en temps polynomial mmmmmmmmmmmii
qu'une proposition de réponse est correcte. On dit qu'ils mmmmmmmmmmiiii
sont dans NNPP. Ex. on ne connaît pas d'algorithme polyno- mmmmmmmmmiiiii
mial pour calculer les facteurs premiers d'un nombre, mais il mmmmmmmmmiii
est facile de vérifier que des nombres sont les facteurs d'un mmmmmmmmi
autre ; il suffit de les multiplier, ce qui a un coût polynomial.

PP ⊆⊆NNPP, car calculer la réponse permet de vérifier une réponse proposée, mais
on ne sait pas si PP ≠NNPP. C'est une des grandes questions ouvertes des mathé-
matiques du XXIe siècle, même si le consensus est plutôt quePP≠NNPP.

5

problèmes
décidables
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Algorithmique	
etcomplexité

Olivier	Ridoux	-2020

Introduction

Lesalgorithmessontl'abstractiondesprocéduresquemettentenœuvrelessys-
tèmesinformatiques.Unalgorithmeestlemoyenderésoudredesinstancesd'un
problèmeparuneméthodedecalculautomatique,c-à-d.sansjugementparun
opérateur.Ex.calculerleproduitdedeuxentiersennotationdécimaleestun
problème,laméthodedemultiplicationappriseàl'écoleestunalgorithme,et
123×45estuneinstance.Problèmen'estdoncpassynonymededifficulté.Noter
quelareprésentationdesdonnéesfaitpartiedelaspécificationduproblème.

Plusieursalgorithmespeuventrésoudrelemêmeproblème.Seposealorslaques-
tiondelescomparer.Uncritèrepossibleestleurcomplexité,c-à-d.unemesure
ducoûtdelesexécuterpourrésoudreuneinstance(complexitén'estpasnon
plussynonymededifficulté!).Onentireimmédiatementunequestionplusabs-
traitequiestQuellecomplexitéattendredesmeilleursalgorithmesquirésolvent
unproblèmedonné?Ons'intéressealorsàunepropriétéintrinsèquedesproblè-
mes,indépendantedestechnologiesmisesenœuvre,langagedeprogrammation
oumachined'exécution,ycomprisdestechnologiesquirestentàdécouvrir.

L'approchedel'algorithmiquechoisieiciestdonccelled'unesciencedesrela-
tionsentreproblèmesetalgorithmes.Onaborderadoncaussilathéoriedela
calculabilité,pourmontrerquecertainsproblèmes,pourtantbienposés,n'ont
pasdesolutionalgorithmique.Encesens,cettesciencejouelerôledesthéories
physiquesquifixentdeslimitesàl'ingénierie:pasdemouvementperpétuel,pas
detempératureendessousduzéroabsolu,pasdevitesseplusgrandequecelle
delalumière,etc.,maisaussipasdedémonstrationautomatiquepourtoutle
calculdesprédicats,nidesolutionoptimaleetefficacedanstouslescaspourla
planificationautomatique,etc.
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Mode	d'emploi	:	
• Lire	cette	page	de	prérequis,	calcul	et	logique,	comprendre,	apprendre	le	cas	échéant.
• Préparer les	plis	(voir	traits	gris rentrants	et	traits	rouges saillants	au	verso	de	cette	page).		
• Découper	selon	le	trait	rouge	entre	les	deux						du	verso	de	cette	page,	puis	achever	le	pliage.

1 2 3 4 5 6 7 8

N'oubliez jamais !

Un modèle est toujours imparfait, parfois utile, et
c'est tout ce qu'on peut lui demander (d'après George
Box 1978, voir aussi les cartes à l'échelle 1/1 de Jorge
Luis Borges 1946 et Lewis Carroll 1893 qui sont parfai-
tes et inutiles, parfaitement inutiles).

L'informatique ne travaille que sur la représentation
des choses ; il lui faut des capteurs et des actionneurs
pour toucher les choses. Par contre, travailler sur des
représentations de représentations de … est courant.
Par exemple, 440 est une représentation d'un entier
qui peut être la représentation de la mesure d'une
fréquence, tout comme 1B8, et La3 pourrait être une
autre représentation de la même fréquence. Il faut
toujours se demander ce qui a du sens par rapport à ce
qui est modélisé.

33⃣⃣	Idiomes	logiques

En	pratique,	on	n'utilise	pas	n'importe	quelle	 formule	de	 la	 logique	des	prédicats.	On	a	 tendance	à	utiliser	des	 imbrications	de	quantificateurs	et	de	connecteurs	qui	 sont	 idiomatiques	et	qu'il	 convient	de	
reconnaître	et	interpréter	correctement	au	premier	coup	d'œil.	

Quantifications	dans	un	domaine	:	Très	souvent,	on	écrit	des	formules	comme	∀∀x	∈∈		E	.	ff(x)	ou	∀∀x	tq	yy(x)	.	ff(x).	Les	x	∈∈		E	et	tq	yy(x)	sont	une	façon	de	dire	dans	quel	domaine	doit	être	évaluée	la	quantification.	
Ces	formules	doivent	être	lues	∀∀x	.	[x	∈∈		E	⟹⟹		ff(x)]	et	∀∀x . [yy(x)⟹⟹ ff(x)].	Une	conséquence	directe	est	qu'une	quantification	universelle	sur	un	domaine	vide	est	trivialement	vraie.	Cela	paraît	une	situation	
étrange,	mais	c'est	banal	en	algorithmique,	spécialement	quand	on	considère	les	cas	d'initialisation	:	ex.	Tous	les	utilisateurs	sont	…	lorsqu'il	n'y	a	pas	d'utilisateurs.	De	la	même	façon,	on	écrit	des	formules	
comme	∃∃x	∈∈		E	.	ff(x)	ou	∃∃x tq yy(x)	.	ff(x).	Ces	formules	doivent	être	lues	∃∃x	. [x	∈∈		E ∧∧	ff(x)]	et	∃∃x . [yy(x) ∧∧ ff(x)].	On	voit	alors	qu'une	quantification	existentielle	sur	un	domaine	vide	est	trivialement	fausse.				

Cascades	de	quantifications	:	On	imbrique	souvent	les	quantifications.	Certaines	imbrications	doivent	faire	réfléchir,	et	d'autres	moins.
• ∃∃x	.	∃∃y	.	ff	(x,	y)	est	équivalent	à	∃∃y	.	∃∃x	.	ff	(x,	y)	qu'on	note	souvent	∃∃x,	y	.	ff	(x,	y)	;	l'ordre	des	quantificateurs	ne	compte	pas.
• ∀∀x	.	∀∀y	.	ff	(x,	y)	est	équivalent	à	∀∀y	.	∀∀x	.	ff	(x,	y)	qu'on	note	souvent	∀∀x,	y	.	ff	(x,	y)	;	l'ordre	des	quantificateurs	ne	compte	pas	non	plus.
• ∀∀x	.	∃∃y	.	ff	(x,	y)	exprime	que	pour	chaque	x	il	y	a	un	y,	qui	peut	dépendre	de	x,	qui	a	la	propriété	désirée.		Ex.	dans	∀∀x	. ∃∃y	. [x ×× y ==	0],	le	même	y	convient	pour	tous	les x,	mais	dans	∀∀x	.	∃∃y	.	[x	××	y	==	1],	à	
tout	x	correspond	un	y	différent.	Un	y	existentiel	est	donc	implicitement	une	fonction	de	tous	les	x	universels	qui	le	précèdent.
•∃∃x	.	∀∀y	.	ff	(x,	y)	exprime	qu'un	x	unique	a	la	propriété	désirée	pour	tous	les	y.	Ex.	∃∃x	.	∀∀y	.	[x	××	y	==	0]	est	vrai,	mais	pas	∃∃x	. ∀∀y	. [x ×× y	==	1].	On	voit	donc	que	lorsqu'il	y	a	une	alternance	de	quantificateurs	
l'ordre	compte	!	Ces	alternances	sont	l'essence	de	nombreuses	définitions	importantes	en	mathématiques	(ex.	continuité,	convergence)	et	en	informatique	(ex.	ordres	de	grandeurs	au	verso	de	cette	page).

22⃣⃣	Calcul	des	prédicats

Dans	sa	définition	la	plus	naïve	le	calcul	des	prédicats	est	la	formalisation	de	la	logique	employée	tous	les	jours	dans	les	activités	un	peu	scientifiques.	Elle	permet	
d'exprimer	des	jugements	sous	forme	de	formules,	et	de	décider	formellement	si	ils	sont	vrais	ou	faux.	Les	formules	de	la	logique	des	prédicats	sont	formées	des	
connecteurs	du	calcul	des	propositions	(ex.	∧∧,	∨∨,	¬¬,	et	⇒⇒)	et	des	quantificateurs	∀∀	et	∃∃.

Formules	quantifiées	:	Ce	sont	des	formules,	élémentaires	ou	non,	dont	la	valeur	de	vérité	s'évalue	par	rapport	à	un	ensemble	d'objets,	plutôt	que	par	rapport	à	un	
objet.	Syntaxiquement,	une	quantification	lie	une	variable,	comme	le	font	∫∫...	ddx	ou	∂∂.../∂∂x.	Sémantiquement,	les	quantifications	sont	définies	comme	suit	:
• quantification	universelle,	∀∀x	.	ff  (x)	:	constitue	une	formule	qui	est	vraie	ssi	ff  est	vraie	de	tous	les	éléments	du	domaine.	Si	le	domaine	est	fini,	la	quantification	
universelle	est	juste	une	conjonction	des	applications	de	ff	à	tous	les	éléments	du	domaine.
• quantification	existentielle,	∃∃x	.	ff  (x)	:	constitue	une	formule	qui	est	vraie	ssi	ff  est	vraie	d'au	moins	un	élément	du	domaine.	Si	le	domaine	est	fini,	la	quantification	
existentielle	est	juste	une	disjonction	des	applications	de	ff	à	tous	les	éléments	du	domaine.

Parenthèses	et	priorité	des	opérateurs	:	Il	est	courant	d'assigner	des	priorités	d'opérateurs	aux	différents	connecteurs	et	quantificateurs	afin	de	spécifier	comment	se	
lisent	les	formules	complexes	en	l'absence	de	parenthèses.	C'est	utile	mais	absolument	pas	fondamental	car	ces	conventions	dépendent	trop	des	outils,	et	même	
quand	ce	n'est	pas	le	cas,	il	n'est	jamais	très	prudent	de	se	reposer	trop	lourdement	sur	les	priorités	des	opérateurs	quand	le	coût	de	quelques	parenthèses	est	si	
faible	devant	le	coût	d'une	grosse	erreur.	Ce	genre	d'expertise	est	à	réserver	aux	experts.	Il	vaut	mieux	ne	pas	être	avare	de	parenthèses,	ex.	utiliser	les	parenthèses	
rondes	((…))	pour	structurer	les	connecteurs,	et	les	parenthèses	carrées	(ou	crochets,	[…])	pour	les	quantificateurs.	
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11⃣⃣	Calcul	des	propositions

Propositions	atomiques	(ou	atomes)	 :	Ce	sont	des	formules	élémentaires	à	qui	on	peut	attribuer	une	valeur	de	vérité,	Vrai	ou	Faux.	On	les	note	souvent	par	des	
lettres	minuscules	:	ex.	a,	b,	c.	

Formules	propositionnelles	:	Ce	sont	des	formules,	élémentaires	ou	non,	qui	sont	reliées	par	des	connecteurs	logiques,	généralement	∧∧,	∨∨,	¬¬,	ou	⇒⇒.
• conjonction,  ff1	∧∧	ff2	:	relie	deux	formules	pour	en	former	une	troisième	qui	est	vraie	ssi	les	deux	premières	le	sont.	Le	connecteur	∧∧	est	commutatif,	associatif,	et	a	
pour	élément	neutre	la	valeur	de	vérité	Vrai.	Cela	permet	la	notation	de	conjonction	étendue	comme	⋀i	∈∈		[1,n]	ffi.	Si	on	convenait	que	Faux	<<	Vrai,	ff1	∧∧	ff2	serait	le	
minimum	de	ff1	et		ff2.	Si	on	convenait	que	Faux	==	0	et	Vrai	==	1,	ff1	∧∧	ff2	serait	ff1	××	ff2.
• disjonction,  ff1	∨∨	ff2	:	relie	deux	formules	pour	en	former	une	troisième	qui	est	vraie	ssi	au	moins	une	des	deux	premières	l'est.	Le	connecteur	∨∨	est	commutatif,	
associatif,	et	a	pour	élément	neutre	 la	valeur	de	vérité	Faux.	Cela	permet	 la	notation	de	disjonction	étendue	comme	⋁i	∈∈		[1,n]	ffi.	Si	on	convenait	que	Faux	<<	Vrai,	
ff1 ∨∨ ff2	serait	le	maximum	de	ff1	et	ff2.	Si	on	convenait	que	Faux	==	0	et	Vrai	==	1,	ff1	∨∨	ff2	serait	1	--	(1--ff1)	××	(1--ff2).
• implication,  ff1	⇒⇒	ff2	:	relie	deux	formules	pour	en	former	une	troisième	qui	est	fausse	ssi	ff1	est	vraie	alors	que	ff2	est	fausse.	Le	connecteur	⇒⇒	n'est	ni	commutatif	ni	
associatif.	Si	on	convenait	que	Faux	<<	Vrai,	ff1	⇒⇒	ff2	serait	Vrai	ssi	ff1	≤≤		ff2	.
• négation,  ¬¬	ff	:	constitue	une	formule	qui	est	fausse	ssi	ff	est	vraie.	Si	on	convenait	que	Faux	==	0	et	Vrai	==	1,	¬¬	ff		serait	1	--	ff		.

Satisfaisabilité : les formules du calcul des propositions peuvent être vues comme
des fonctions des variables qu'elles contiennent : {Vrai, Faux}n⟶⟶ {Vrai, Faux} pour
une formule qui compte n variables. On peut représenter chacune de ces fonctions
par une table de vérité. Il s'agit d'un tableau comportant 2n lignes, et n+1 colonnes.
Dans leurs n premières colonnes, les lignes représentent toutes les entrées possi-
bles (appelées valuations des variables), et dans leur n+1-ème colonne, elles repré-
sentent ce que vaut la fonction pour cette entrée. Ex. les formules (a∨∨b)∧∧c, a∨∨¬¬a,
et a∧∧¬¬a peuvent être représentées par les tables de vérité ci-contre.

On peut remarquer que toutes les lignes de la table de a∨∨¬¬a ont la valeur Vrai en
position de résultat ; on dit que cette formule est une tautologie, elle vaut Vrai
pour toutes ses entrées. Toutes les lignes de la table de a∧∧¬¬a ont la valeur Faux ;
on dit que cette formule est contradictoire ou absurde. Finalement, les lignes de la
table de (a∨∨b)∧∧c ont soit Vrai soit Faux ; on dit que cette formule est satisfaisable
(bien sûr, les tautologies sont aussi satisfaisables). Il est souvent intéressant de
savoir pour quelles entrées une formule vaut Vrai.

22⃣⃣	Sommations

La	 somme	 et	 le	 produit	 étant	 des	 opérations	associatives,	 commutatives	 et	 ayant	 chacune	 un	élément	
neutre,	on	peut	se	permettre	des	notations	de	sommes	et	produits	itérés	:	∑∑i	∈∈		[bi	bs]	ti	et	∏∏i	∈∈		[bi	bs]	fi	où	les	ti	
et	 fi	 sont	des	 termes	 et	 facteurs	 dépendants	de	 i.	 Si	 l'intervalle	des	 indices	 est	 vide	 (ex.	 [0	 0[)	 la	 valeur	
conventionnelle	 de	 l'expression	 est	 l'élément	 neutre	 de	 l'opération,	 ex. 0 pour	 la	 somme	 et	 1	 pour	 le	
produit,	mais	aussi	Faux	pour	la	disjonction	(∨∨),	qui	est	une	sorte	de	somme,	et	Vrai	pour	la	conjonction	
(∧∧),	qui	est	une	sorte	de	produit.

	Certaines	sommations	doivent	être	connues	;	il	est	même	bon	de	savoir	les	retrouver	:
• ∑∑i	∈∈		[1	n]	i	:	somme	des	n	premiers	entiers	(c-à-d.	de	1	à	n).	C'est	égal	à	n	××	(n+1)	/	2.	Ex.	∑i	∈∈	[1	17]	i	=	153.	
• ∑i	∈∈	[0	n[	xi	 :	 somme	des	n	premières	puissances	de	x	 (c-à-d.	de	x0	à	 xn-1).	 C'est	égal	 à	 (xn	–	1)	 /	 (x	–	1).	
Ex. ∑∑i ∈∈		[0	n[	2i	==		2n	–	1.	

Il	est	bon	aussi	de	se	rappeler	quelques	transformations	élémentaires	:
• ∑∑i	∈∈		[0	n[	(k	××	ti)	==	k	××	∑∑i	∈∈		[0	n[	ti	et	∑∑i	∈∈		[0	n[	k	==	k	××	n	,	si	k	ne	dépend	pas	de	i.
• ∑∑i	∈∈		[0	n[	(si	++	ti)	==	∑∑i	∈∈		[0	n[	si		++				∑∑i	∈∈		[0	n[	ti	.	Attention,	rien	de	tel	pour	∑∑i	∈∈		[0	n[	(si	××	ti)	!

11⃣⃣	Puissances,	racines	et	logarithmes

La	nème	puissance	d'un	nombre	x,	notée	xn,	est	le	produit	de	n	copies	de	ce	nombre.	La	racine	nème	d'un	nombre	x,	notée n√x,	est	un	nombre	y	tel	que	
yn==	x,	soit	de	quoi	x	est	le	produit	de	n	copies	;	y	est	en	général	irrationnel.	Par	exemple,	12√√2	==	1.05946...	est	le	rapport	des	fréquences	de	deux	notes	
de musique	séparées	par	1	demi-ton	;	c'est	de	quoi	2	(le	rapport	de	fréquence	d'un	octave)	est	le	produit	de	12	copies	(les	12	demi-tons	de	l'octave).	
Initialement	conçues	pour	n	à	valeur	entière,	ces	opérations	ont	été	progressivement	généralisées	par	continuité	à toutes	sortes	de	nombres,	si	bien	que	
puissances	 et	 racines	 sont	maintenant	 deux	 instances	 du	même	 concept.	On	montre	 que	 xa++b	==	 xa	××	 xb	 et	 xa××b == (xa)b == (xb)a,	 que	 x−n == 1/xn	 et	
x1/n== n√x,	et	que	xa/b est	un	nombre y	tel	que	xa== yb.

Le	logarithme	en	base	b	d'un	nombre	x,	noté	logb	x,	est	un	nombre	y	tel	que	by	==	x,	soit	de	quel	nombre	de	copies	de	b	x	est	le	produit	;	y	est	en	général	
non-algébrique,	c-à-d.	pas	racine	d’un	polynôme	à	coefficients	rationnels.	On	montre	que	logb	x	est	strictement	croissante,	que	logb 1	==	0	et	logb	b	==	1,	
que	logb	(x××y)	==	(logb	x)	++	(logb	y),	que	logb x== (logb' x) ××	(logb	b’),	et	que	xlogb	y	==	ylogb	x.	Noter	que	en	général	logb x≪≪	x.	Par	exemple,	le	logarithme	en	
base	10	d'un	nombre	est	à	peu	près	le	nombre	des	chiffres	de	sa	représentation	décimale	:	1,95...	pour	90,	2,99... pour	990	et	5,999...	pour	999000.	
L'erreur	faite	en	arrondissant	un	logarithme	a	un	entier	voisin	est	bornée	de	la	façon	suivante	:	n	≤≤	b⎡⎡logb	n⎤⎤	<<	b××n	et		n/b	<<	b⎣⎣logb	n⎦⎦		≤≤	n.	Par	exemple,	
4 ≤≤ 2⎡⎡log2	4⎤⎤	<<	8,	7 ≤≤ 2⎡⎡log2	7⎤⎤	==	8	<	2××7	==	14,	8/2	==	4	<<	2⎣⎣log2	8⎦⎦	≤≤	8,	et	5/2	==	2,5	<<	2⎣⎣log2	5⎦⎦		==	4	≤≤	5.	Noter	enfin	que	pour	tout	δδ	≥≥	0,	limx⟶⟶∞∞ xδδ/logb	x	==	∞∞	;	
une	puissance	finit	toujours	par	dépasser	un	logarithme.

Le	 logarithme	 permet	 des	 changements	 de	 variable	 intéressants.	 Quand	 un	 phénomène	 a	 une	 dimension	 qui	 croit	 par	multiplication	 d'un	 facteur	
constant	à	chaque	pas	de	temps,	par	exemple,	loi	de	Moore,	multiplication	par	2	de	la	capacité	des	disques	durs	tous	les	2	ans,	doublement	du	nombre	
de	grains	de	riz	à	chaque	case	de	l'échiquier,	on	dit	qu'il	a	une	croissance	exponentielle.	Ces	phénomènes	sont	difficiles	à	représenter	graphiquement	
car	le	rapport	entre	les	plus	petites	valeurs	et	les	plus	grandes	est	énorme	:	par	exemple,	plusieurs	millions	sur	l'histoire	des	capacités	des	disques	durs,	
c'est-à-dire	beaucoup	plus	que	le	nombre	de	points	d'impression	sur	la	hauteur	d'une	page	A4.

Le	changement	de	variable	(t, f(t))⟶⟶ (t,	logb	f(t)),	c-à-d.	afficher	logb	f(x)	plutôt	que	f(x)	à	l'abscisse	x,	rend	le	graphe	de	f	plus	lisible	et	l'hypothèse	de	
croissance	exponentielle	facile	à	vérifier	si	les	points	s'alignent	sur	une	droite	;	on	appelle	cela	la	projection	lin×× log.	

On	peut	aussi	convenir	du	changement	de	variable	(t,	f(t))	⟶⟶	(logb	t,	logb	f(t)),	c-à-d.	afficher	logb	f(x)	à	l'abscisse	logb	x	plutôt	que	f(x)	à	l’abscisse	x	
pour	former	la	projection	log	××	log.	Son	avantage	est	que	le	graphe	des	phénomènes	de	croissance	polynomiale	y	tend	vers	une	droite	dont	la	pente	est	
le	degré	du	polynôme.	C'est	un	moyen	très	simple	de	vérifier	si	un	phénomène	a	une	croissance	polynomiale	ou	non.
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