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Lesvariantestypées

Devantl'échecdul-calculcommeréponseauparadoxedeRussell,Curryaeu
l'idéedeforcerunestratificationdelalogiqueenintroduisantdestypesqui
déterminentsiunl-termeestunefonction,unefonctiondefonction,etc.Ilyeut
denombreusesvariantes,etcellequiestdécriteiciestplutôtcelledeChurch.

Lelangagedestypessimplesestlesuivant:
T::=E(les	types	élémentaires)
∣(T⟶T)																								(les	types	fonctionnels)

Ex.siietosontdestypesélémentaires,i,(i⟶⟶(i⟶⟶o))et((i⟶⟶o)⟶⟶o)sontdes
types.Onconvientd'omettrelesparenthèsesexternesetlesplusàdroite,ex.
i⟶⟶i⟶⟶oet(i⟶⟶o)⟶⟶o.Onnotedestypesgénériquespardesminuscules
grecqueséventuellementindicéesouprimées,ex.tt',etdestypesélémentaires
particulierspardesminusculesromaines,ex.ieto.

Lelangagedesll-termessimplementtypésestlesuivant:pourtoustypesttettt',
Lt::=Vt(les	variables)

∣(Lt'⟶tLt')(les	applications)
Lt'⟶t::=llVt'Lt(les	abstractions)

Cetteformalisationcaptureassezbienlafaçondontfonctionnentlestypesen
programmation.Cependant,ellenepermetpasdecaractériserlescodagespré-
sentéspage4(sectionExpressivité).Parexemple,unl-termequireprésentedes
entierspeutaussibienêtredetype(ii⟶⟶ii)⟶⟶ii⟶⟶iique((ii⟶⟶oo)⟶⟶ii⟶⟶oo)⟶⟶
(ii⟶⟶oo)⟶⟶ii⟶⟶oo.Pireencore,iln'estpaspossiblededéfinirdecombinateurde
pointfixedanscecadre;exitlesfonctionsrécursives.

Laréponsepragmatiquedeslangagesdeprogrammationestd'enrichirlelangage
d'unjeudeconstantestypéesquireprésententlesvaleursetlesopérationsdu
domainedecalcul.Uneréponseplusfondamentaleestproposéeparlecalculdes
constructions.LeCubedeBarendregtproposeuneprésentationharmonieuse,c-
à-d.dansuncadreunique,deramificationsdusystèmedestypessimplesquise
combinentetculminentaveclecalculdesconstructions.

DeslangagesdeprogrammationcommeMLouScalaoffrentlapossibilitéde
typespolymorphes,ex.∀∀aa.aa⟶⟶aa,etdelesinférer.Celadispensedelesécrire
danslesprogrammes.Lanotiond'isomorphismedetypepermetd'abstraireles
typesdansunedirectionextensionnelleenobservantquecertainstypessont
inter-convertiblespardesfonctionssimples.Ex.unefonctionquiprendenpara-
mètreunepairepeutaussibienêtrevuecommeunefonctionquiprend2para-
mètres,etvice-versa.Celapermetdes'affranchirdedétailsdecodagefortuits.
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Confluence	et	convergence	du	ll-calcul

Le	Théorème	de	confluence	de	Church−Rosser	montre	que	le	l-calcul	vérifie	la	pro-
priété	de	confluence	(2 ⃣	au	verso)	;	⊳⊳**⊲⊲bb	est	donc	une	relation	d'équivalence.

Des	paires	de	l-termes	ne	sont	pas	bien	traitées	par	la	b-équivalence.	Les	membres	
de	 ces	 paires	 se	 comportent	 toujours	 identiquement	 quand	 on	 les	 applique	 aux	
mêmes	l-termes,	mais	ils	ne	sont	pas	l-équivalents.	Ex.	llx.(a x)	et	a.	En	effet,	quel	
que	soit	E,	(llx.(a x)		E)		≡≡bb		(a 	E),	mais	llx.(a x)	et	a sont	l-normaux	et	différents	;	
ils	ne	sont	donc	pas	l-équivalents.	Une	nouvelle	règle	de	réduction	tient	compte	de	
ces	paires	de	l-termes	:

l	x.	(E		x)	⊳	E																								(𝛈𝛈-réduction)
Ici,	on	impose	que	x	ne	soit	pas	libre	dans	E,	et	contrairement	aux	autres	règles,	si	la	
restriction	n'est	pas	satisfaite	aucune	a-conversion	ne	peut	la	satisfaire.	Le	l-calcul	
avec	h-réduction	jouit	des	mêmes	propriétés	de	confluence	que	sans.

Le	théorème	de	confluence	a	pour	conséquence	que	lorsqu'elles	convergent,	toutes	
les	réductions	d'un	même	l-terme	convergent	vers	le	même	point.	C'est	bien,	mais	
peut-on	décider	si	un	l-terme	a	une	réduction	qui	converge	?	La	réponse	est	non,	
car	cela	reviendrait	à	résoudre	le	problème	de	l'arrêt.	Tant	pis,	mais	existe-t-il	des	
stratégies	pour	trouver	une	réduction	qui	converge	si	il	en	existe	une	?	La	réponse	
est	oui	;	la	stratégie	de	réduction	à	gauche	a	cette	propriété.	Elle	consiste	à	toujours	
réduire	 le	b-rédex	 le	 plus	 à	 gauche.	 Enfin,	 si	 plusieurs	 réductions	 d'un	même	l-
terme	convergent,	convergent-elles	toutes	aussi	efficacement	?	La	réponse	est	en-
core	non	:	ex.	(llxy.x  a		(llsz.(sn	z)	llx.x	b))	peut	converger	en	1,	2,	...,	n++1	coups.	

Ces	 observations	 conduisent	 à	 la	 définition	 et	 à	 la	 comparaison	de	 stratégies	 qui	
dictent	dans	quel	ordre	 sont	 faites	 les	 réductions.	Ex.	 ces	 stratégies	 sont	utilisées	
pour	spécifier	comment	sont	passés	les	paramètres	dans	les	langages	de	program-
mation.	Ex.	soit	un	l-terme	(llxyz.E	X	Y	Z),	on	peut	:
• réduire	d'abord	 les	X,	Y	 et	Z.	C'est	 la	 stratégie	par	valeur,	qui	a	 l'avantage	que	
même	si	 il	y	a	beaucoup	d'occurrences	de	x	dans	E,	on	ne	réduira	X	qu'une	seule	
fois,	et	 l'inconvénient	que	si	x n'a	pas	d'occurrence	dans	E,	on	aura	réduit	X	pour	
rien,	y-compris	si	 la	réduction	de	X	ne	converge	pas	;	ce	n'est	pas	une	réduction	à	
gauche,	mais	elle	est	très	largement	adoptée	dans	les	langages	de	programmation	!
• réduire	d'abord	 (llxyz.E	X),	 puis	 (llyz.E[X/x]	 Y),	 etc.	 C'est	 la	 stratégie	paresseuse,	
qui	a	 les	avantages	et	 inconvénients	duaux	de	la	première.	On	arrive	à	mitiger	 les	
inconvénients	 en	 représentant	 les	 l-termes	 par	 des	 graphes	 qui	 partagent	 les	
occurrences	de	variables.	C'est	la	stratégie	d'un	langage	comme	Haskell.	Cette	stra-
tégie	est	 liée	à	 la	curryfication	qui	considère	une	fonction	à	n	paramètres	comme	
une	fonction	à	1	paramètre	qui	retourne	une	fonction	à	1	paramètre,	etc.
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Définitions

Le	l-calcul	est	défini	par	une	notation,	celle	des	ll-termes	(ou	ll-expressions),	et	
par	des	règles	de	réduction	qui	portent	sur	celle-ci.	La	grammaire	suivante	donne	
une	présentation	assez	standard	de	la	notation	des	l-termes	:

         L  ::=		V																															(les	variables)
																		∣			ll	V.	L																						(les	abstractions)
																		∣			(L L)																								(les	applications)

Ex.	 si	x,	y	 et	 z	 sont	des	 variables,	llx.x	et	llx.lly.(y (z x))	 sont	des	l-termes.	On	
convient	 des	 raccourcis	 suivants	 :	 (1)	 omettre	 les	 parenthèses	 imbriquées	 à	
gauche,	 ex.	 (x y z)	 pour	 ((x y) z)	 ;	 (2)	 fusionner	 les	 cascades	 d'abstractions,	
ex. llxy.(x y)	pour	llx.lly.(x y)	;	(3)	noter	par	un	exposant	les	applications	répétées	
d'un	même	l-terme,	ex.	(x3	y)	pour	(x	 (x	 (x	y))).	On	note	 les	méta-variables	par	
des	majuscules,	E,	F,	G,	etc.,	et	les	variables	par	des	minuscules,	x,	y,	z,	etc.

L'abstraction	est	un	quantificateur	(1 ⃣	au	verso),	c-à-d.	llx.E	lie	x	dans E.	Ex. dans	
llx.(x		lly.(y x)),	x	est	libre	dans	la	partie	soulignée	et	liée	dans	la	partie	surlignée,	
de	même	y	est	liée	dans	la	partie	soulignée.	On	appelle	combinateur	un	l-terme	
où	toutes	les	occurrences	de	variables	sont	liées.	On	donne	aux	combinateurs	des	
noms	selon	leur	fonction,	ou	selon	la	tradition,	ex.	ww	==	llx.(x x)	et	𝛀𝛀	==	(ww ww).

Les	règles	de	réduction	(2 ⃣	au	verso)	sont	les	suivantes	:
l	x.	E								⊳		l	y.	E[y/x]																	(aa-conversion)	
(l	x.	E		F)	⊳		E[F/x]																								(bb-réduction)

La	a-conversion	est	le	renommage	des	variables	quantifiées.	La	b-réduction	expri-
me	que	lorsque	une	abstraction	lx.E	est	appliquée	à	un	l-terme	F	(un	bb-rédex),	
cela	 se	 réduit	en	E	où	on	a	 substitué	F	à	 la	variable x.	On	appelle	ll	 le	 système	
qu'elles	forment,	et	la	ll-réduction	par	passage	au	contexte	comme	en	2 ⃣.

Comme	pour	toute	quantification,	des	restrictions	 imposent	que	ne	sont	substi-
tuées	que	les	occurrences	libres	de	x	dans	E,	et	que	ni	y	ni	aucune	variable	libre	
de	F	ne	doit	se	trouver	liée	par	la	substitution.	Il	est	toujours	possible	de	satisfaire	
ces	restrictions	en	appliquant	des	a-conversions	à	lx.E.	Ex.	(llxa.(x a)		a)	ne	peut	
pas	 se	b-réduire	 car	 la	 variable	 a	 libre	 se	 trouverait	 liée	 indument,	 mais	 la	a-
conversion	[b/a]	produit	(llxb.(x b)		a)	qui	se	b-réduit	en	llb.(a b).

Une	l-réduction	peut	s'arrêter	sur	un	l-terme	l-normal,	comme	ci-dessus,	et	on	
dit	qu'elle	converge,	ou	bien	produire	indéfiniment	des	l-termes	non	l-normaux,	
ex.		𝛀𝛀	⟶⟶		𝛀𝛀	⟶⟶	...		.	Un	même	l-terme	peut	être	le	point	de	départ	d'une	l-réduc-
tion	qui	converge	et	d'une	autre	qui	ne	converge	pas,	ex.	(llxy.x  a		𝛀𝛀𝛀𝛀).
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Conclusion

Lel-calculconstitueundomained'étudequivadelalogiqueauxlangagesdepro-
grammation.Ilprésentedenombreusesvariantes:avecousanstype,etsiavec,
quelstypes;avecousansconstantes,etsiavec,lesquelles;lesstratégiesderéduc-
tion;leurmiseenœuvrealgorithmique;leurcompilation,etc.Ilprésentemême
desvariantesplusorientéesverslamodélisationdessystèmescommunicants.Il
traverseainsiunebonnepartiedelascienceinformatique.

Ilestprésentdansdenombreuxlangagesdeprogrammation.Onpeutmêmepenser
qu'ilrestedestraitsdul-calculqui«attendent»toujoursd'êtreincorporésdansles
langagesdeprogrammation,enparticulierlessystèmesdetypesdehautniveauqui
permettentd'exprimerdestraitsdepolymorphismeoudeparamétricitéquiman-
quentousontlargementaméliorablesdansleslangagesdeprogrammation.

LaformalisationdelalogiquemoderneaudébutduXXesiècledemandaitledéve-
loppementd'unenotionformelledecalcul.Celaaconduitàdesformalismes
commeceluidesmachinesdeTuringouceluidesfonctionsrécursivesdeGödel.Le
développementdul-calculsembleplusreleverdu«pasdecôté»(lireBrunoLatour
surlespasdecôté)puisquelel-calculad'abordétéconçucommeunformalisme
logiquequiéviteraitlesécueilsdelathéorienaïvedesensembles,maisacom-
mencéparéchouerdanscerôleavantd'yarriverbienplustard.
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Le théorème de Böhm

Les combinateurs présentés page 4 (section Expressivité) suggèrent de nombreu-
ses variantes. Ex. INCR' == llnsz. (s (n s z)) qui ajoute un bâton au début de la
représentation d'un entier plutôt qu'à la fin, ou ADD' == ll n1n2. (n2 INCR n1). On
peut alors se demander si on peut étendre la b-équivalence en posant que ces
variantes sont équivalentes, un peu comme on l'a fait en ajoutant la h-réduction
pour rendre équivalents des l-termes qui se comportaient partout pareil. Le
théorème de Böhm répond par la négative et de façon spectaculaire.

Böhm s'est demandé si étant donnés deux l-termes U et V, normaux et distincts,
il est toujours possible de construire un l-terme DDUVqui les discrimine : c-à-d. tel
que (DDUV U) ≡≡ T et (DDUV V) ≡≡ F. On dit que DDUV sépare U et V. Ex. EQZ sépare 0 de
n'importe quel autre entier de Church. Böhm (1968) montre que deux l-termes b-
normaux séparables ne peuvent être h-équivalents, et réciproquement. Il n'y a
pas deux l-termes normaux pas h-équivalents et pas séparables.

Ce théorème montre que, parce qu'ils sont séparables, INCR et INCR', ou ADD et
ADD', ex. DDINCR INCR' == lli.(i lluv.T llw.F i), ne peuvent pas être posés comme équi-
valents. Le faire rendrait T et F équivalents par passage au contexte du nouvel
axiome, et par conséquence n'importe quels l-termes X et Y équivalents. En
effet, on aurait (T X Y)≡≡ (F X Y), (T X Y) ⊳⊳ X et (F X Y) ⊳⊳ Y, donc X≡≡ Y.

En fait, les combinateurs INCR et INCR', ou ADD et ADD', produisent des résultats
équivalents quand ils sont appliqués à des entiers de Church, mais ils se compor-
tent différemment pour d'autres l-termes. Au contraire, deux l-termes h-équi-
valents se comportent vraiment partout pareil.

On peut voir la propriété de séparabilité comme le dual de la propriété de conflu-
ence. La confluence dit que d'un même l-terme des réductions différentes
peuvent toujours confluer, et si convergence, converger vers la même forme
normale, alors que la séparabilité dit que pour deux formes normales distinctes il
existe toujours une fonction du l-calcul qui les distingue.

Plus fondamentalement, le Théorème de Böhm démontre une forme de maxima-
lité de la théorie du l-calcul.
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Le	ll−calcul
Olivier	Ridoux	–2021

Onnefaitjamaisrienseul.Monintérêtpourlel-calculvientderecherchessurla
compilationdelPrologengagéesdanslesannées1980−90avecPascalBrissetau
seindel'équipedeYvesBekkers.Tousdeuxsontpartisbientropvite(23mai2010
et7octobre2020),maissonttoujoursprésentsdansmonpaysagedul-calcul.OR

Introduction

Lell--calculestundesplusimportantsmodèlesthéoriquesemployéseninforma-
tique,jouantunrôlefondamentaldansledéveloppementscientifiquedudomai-
ne,maisaussiprésenttrèsconcrètementdansdeslangagesdeprogrammation
aussipeufondamentalistesquePythonouJavaScript.

Commesouventenscience,ilcontientsapartdesérendipitépuisqu'ilad'abord
échouéàcepourquoiilaétéinventé,etsesinventeursontétélespremiers
surprisdecequ'ilpermettaitvraiment.Ilestaussiuntrèsbelexempledeceque
l'informatiquen'estpasuniquementgouvernéeparunprogrèstechnologique
frénétiquepuisquesaconceptiondatede1930etquesaspécificationestrestée
inchangée,maisintensémentutiliséedepuiscettedate.

OutresamiseenœuvredansdeslangagescommePythonouJavaScript,ilest
aussiàl'originedelangagesdeprogrammationplusdisciplinéscommeLISPdès
1958etleslangagesdelafamilleMLàpartirdesannées70.Plusgénéralement,le
l-calculestunmodèleexplicatifcommunpouruntrèsgrandnombredephéno-
mènesdeprogrammation,l'appeldefonction/procédure,larécursivité,letypa-
ge,lesstructuresdedonnées,etc.D'unecertainefaçon,tousleslangagesde
programmationdoiventquelquechoseaul-calcul.

Lel-calculestaussiunethéorietrèsbelle,trèssimpledanssonexpression
initiale,quiaconnudenombreusesramifications,donctrèsfructueuse.Enparti-
culier,sesvariantestypéesentretiennentdeslienstrèsrichesaveclalogique,
faisantdecettethéorieunepasserelleentreprogrammationetdémonstration,
ouvrantparlàlavoieàuneformedecertificationdeprogramme.
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Expressivité

Le l-calcul a été conçu initialement pour résoudre des difficultés logiques de la
théorie des ensembles, et ça n'a pas réussit. Cependant, en « jouant » avec les l-
termes, Church et ses collaborateurs d'alors, Rosser et Kleene, se sont progressi-
vement rendu compte qu'ils arrivaient à coder de plus en plus de domaines de
valeurs et de fonctions avec des l-termes.

Voici quelques exemples du codage en l-termes de valeurs ou opérateurs usuels.
Ces codages sont souvent appelés codage de Church.
• ID == llx.x représente la fonction identité.
• T == llxy.x et F == llxy.y représentent les valeurs de vérité True et False. De cette
façon IF == llbxy.(b x y) (≡≡hh ID) représente une conditionnelle qui retourne x ou y
selon que b est T ou F, et NOT == llbxy.(b y x) et AND == llb1b2.(IF b1 b2 F)
(≡≡bb llb1b2.(b1 b2 F)) représentent les connecteurs logiques¬¬ et ⋀⋀.
• 0 == llsz.z (≡≡aa F), 1 == llsz.(s z), 2 == llsz.(s (s z)) et n == llsz.(sn z) représentent les
entiers. Le l-calcul compte avec des bâtons, les s. Ajouter 1 revient à ajouter un
bâton ; INCR == llnsz.(n s (s z)) l'ajoute à la fin. FOR == llnfi.(n f i) (≡≡hh ID) itère f
n fois à partir d'une valeur initiale i. Ex. ADD == lln1n2.(FOR n1 INCR n2)
(≡≡bb lln1.(n1 INCR)) et MUL == lln1n2.(FOR n1 (ADD n2) 0). Et EQZ == lln.(n (ll x. F) T)
représente le test à 0.
• Retirer 1 à un entier a représenté un challenge pour les premiers explorateurs du
l-calcul. Une des façons d'y arriver est de passer par la représentation des cons-
tructeurs de donnée. CONS == llxyc.(c x y) représente la paire (x, y), et les combina-
teurs pp1 == llp.(p T) et pp2 == llp.(p F) représentent ses deux projections.

DECR == lln.(pp1 (llf. (n f (CONS 0 0)) llp.(CONS (pp2 p) (INCR (pp2 p))))) représente
alors la décrémentation. DECR applique n fois à la paire (0, 0) la fonction f qui trans-
forme la paire (x, y) en (y, y++1), produisant ainsi (n−−1, n), puis projette la partie
gauche de la paire résultante.
• Y = llf.(llx.(f (x x)) llx.(f (x x))) est un combinateur de point-fixe. Il a la propriété
que (Y F)≡≡bb ((F ((Y F)))), c-à-d. Y calcule un point fixe de F.
Ex. FAC == (Y llf. lln.(IF (EQZ n) 1 (MUL n (f (DECR n))))) est une définition récursive
de la fonction factorielle. Remarquer que Y occupe essentiellement la position du
letrec de la programmation fonctionnelle.

Finalement, en 1936 Church publie que tout ce qui peut être calculé peut l'être
dans le l-calcul, presque en même temps que Turing publie que ses machines cal-
culent tout ce qui peut être calculé. Très vite, ils démontrent que les deux formalis-
mes sont équivalents, et postulent que machines de Turing et l-calcul identifient
une notion absolue de ce qui peut être calculé. C'est la Thèse de Church-Turing.
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U . . . . . . . U																																														U . . . . . . . . . . . .(DDUV U) T

X																						⟹ W																																													W				⟹
c-à-d U	≡≡ V

V . . . . . . ..V																																															V . . . . . . . . . . . (DDUV V) F

⊳⊳**

⊳⊳**

Genèse	:	une	débâcle	productive

LeparadoxedeRussellmontraitunefailledanslaconstructiondelathéorienaïve
desensemblesdeFrege.Russelllui-mêmeproposadesvariantesstratifiéesoùles
ensemblessontordonnésenclasses,etoùlesélémentsd'unensemblesont
toujoursd'uneclasseinférieureàcelledel'ensemble.Decettefaçon,laquestion
desavoirsiunensembled'ensemblessecontientneseposemêmeplus,maisla
logiqueobtenueesttropcontraintepourêtreutilisable.

Churchrecherchaituneréponseenchangeantdelangage,etildéveloppalell-
calculdanscebut.Auxnotationsetrèglesdecalculdelapage2(sectionDéfini-
tion),Churchavaitrajoutéquelesl-termesdevaients'interpréterlogiquement,et
quelab-équivalencepréservaitlesvaleursdevérité.Lab-réductiondevenaitune
formededéduction.

Àceteffet,lessymboles¬¬,⟹⟹et∃∃étaitprédéfinisdanslesystème..Ex.,unl-
terme(AB)pouvaitsignifierqueBestunA,etalorsunl-terme(¬¬AB)pouvait
signifierqueBn'estpasunA.RosseretKleeneobserventquelel-calculpermetde
formerk==llx.(¬¬xx),alorsque(kk)≡≡bb(¬¬kk),cequiestinconsistant.À
nouveau,unmanquedestratificationpermetd'écriredesénoncésautoréféren-
tielsquiconduisentàdesparadoxes.Rosserparled'unedébâcle!

Cependant,unerelationréussieentrecalculetlogiques'établiratrèsprogressive-
mentaveclacorrespondancedeCurry-Howard.Celle-cis'entenddanslesl-calcul
typés,etmetenvis-à-vislestypesetlesformuleslogiquesd'unepart,etlesll-
termesetlespreuvesd'autrepart.Seloncettecorrespondance,silel-termeTest
detypett,c'estqu'ilpeutêtreinterprétécommeunepreuvedelaformulelogique
quicorrespondàtt.Lel-termeTestenfaitlapreuvequeletypettesthabité.Ex.la
correspondanceentrelemodusponensetlarègledetypagedesapplications:

A										A	⟹⟹B						(modus	ponens)																								X:	aaF:	aa⟶⟶bb

B(F	X):	bb

Cettecorrespondanceaétéreconnueprogressivementpourdesthéoriesdetypes
deplusenplussophistiquées:lestypessimplesdanslesannées1930,quicorres-
pondentàuncalculdespropositionsintuitionnistes,jusquedanslesannées1960−
70avecdesthéoriesdetypesquicorrespondaientàuncalculdesprédicats,puisà
unepublicationparWilliamHowarden1980quirendracetterelationtrèspopu-
laire.Decettecorrespondancesontissusdesenvironnementsdepreuvequiper-
mettentdecertifierdesprogrammes:ex.lesystèmeCoq.
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Mathématiques	et	éléments	de	contexte	:	mathématiques	et	éléments de	contexte − lire,	apprendre,	comprendre.
Pliage	: recto visible	(autre	face),	traits	gris rentrants	et	traits	rouges saillants.	Découper	selon	le	trait	rouge	entre	les	deux					,	puis	achever	le	pliage.

11⃣⃣	Les	quantificateurs	et	leur	portée

Le	concept	de	quantificateur	évoque	le	plus	souvent	celui	des	quantificateurs	du	calcul	des	prédicats,	∀∀	
et	∃∃.	Au	delà	de	leur	sens	 logique,	ces	quantificateurs	ont	un	sens	purement	syntaxique.	 Ils	 lient	des	
variables	et	leur	donnent	une	portée.	Dans	une	formule	∀∀ x.	ff	ou	∃∃	x.	ff,	on	dit	que	le	quantificateur	lie	
la	variable	x	dans	la	sous-formule	ff.	Cela	signifie	que	les	occurrences	libres	(c-à-d.	pas	sous	une	autre	
quantification)	 de	x	 dans	ff	 sont	 indépendantes	 d'autres	 occurrences	 qui	 seraient	 liées	 par	 un	 autre	
quantificateur.	

Les	noms	des	variables	liées	par	un	quantificateur	sont	tellement	anecdotiques	qu'on	peut	les	changer	
arbitrairement,	mais	dans	la	limite	de	ne	pas	confondre	les	instances	de	quantificateur.	Le	renommage	
est	 formalisé	par	une	substitution,	notée	 [y/x],	qui	exprime	que	 les	occurrences	 libres	de	x	peuvent	
être	 remplacées	 par	 y,	 mais	 seulement	 si	 ça	 ne	 cause	 pas	 une	 liaison	 accidentelle	 de y.	
Ex. ∀∀ x. ∃∃ y. x ++ y == 0	peut	subir	la	substitution	[z/x]	mais	pas	la	substitution	[y/x]	car	l'occurrence	de	x	
dans	x ++ y	se	trouverait	liée	par	la	quantification	de y.

Les	quantifications	logiques	ne	sont	absolument	pas	les	seules	à	montrer	ce	comportement.	Les	som-
mations,	 ex.	 SSi∈∈[1,	 n]	 xi,	 les	 produits,	 ex.	 PPj∈∈[1,	 n]	 xj,	 les	 intégrales,	 ex.	 ∫∫		 f(x).	 dx,	 les	 dérivées,	 ex.	
∂∂ f(y) // ∂∂y,	les	notations	d'ensemble	en	compréhension,	ex.	{ 2××n || n ∈∈ ℕℕ },	ont	toutes	le	même	type	de	
comportement.	Ce	sont	toutes	des	quantifications	qui	 lient	respectivement	i,	j,	x,	y	et	n.	Les	déclara-
tions	 des	 paramètres	 de	 fonction	 dans	 les	 langages	 de	 programmation	 se	 comportent	 elles-aussi	
comme	des	quantifications	;	les	déclarations	tout	court,	les	boucles	FOR	aussi.	Dans	tous	les	cas,	le	sens	
d'une	variable	de	programme	est	déterminé	par	qui	la	quantifie.	Les	requêtes	SQL	aussi	montrent	ces	
phénomènes,	et	ça	se	manifeste	de	façon	critique	dans	la	construction	des	requêtes	imbriquées.

Toutes	les	quantifications	introduisent	des	noms,	les	variables	sont	en	fait	des	noms	de	quantification,	
et	 on	 peut	 les	 renommer	 en	 leur	 appliquant	 une	 substitution	 à	 condition	 de	 ne	 pas	 utiliser	 le	 nom	
d'une	quantification	qui	englobe	les	occurrences	de	la	variable	à	renommer.	En	appliquant	une	substi-
tution	[E/x]	(qui	généralise	une	substitution	[y/x])	dans	un	contexte	K,	soit	K[E/x],	aucune	occurrence	de	
variable	libre	dans	E	ne	doit	être	liée	accidentellement	par	une	quantification	qui	englobe	une	occur-
rence	de	x	dans K.	On	ne	peut	pas	changer	 les	noms	des	occurrences	de	variables	 libres	de	E	 car	 ils	
référencent	des	quantifications	qu'on	ne	voit	pas.	Par	contre,	on	peut	toujours	changer	les	noms	des	
quantification	englobant	x	dans K.	

Cela	donne	l'idée	de	scinder	une	quantification	en	d'une	part	son	rôle	strictement	syntaxique,	le	même	
pour	toutes	les	quantifications	imaginables,	et	son	rôle	sémantique,	très	différent	d'une	quantification	
à	une	autre.	Il	faut	disposer	pour	cela	d'une	quantification	neutre,	qu'on	pourrait	noter	ll,	comme	un	
individu	ll,	 et	 de	 symboles	 distincts	 pour	 chaque	 sorte	 de	 quantification.	 On	 écrirait	 alors	∀∀(llx.	ff),	
∃∃(llx.	ff),	∫∫(llx.	f(x)),	{}(lln.	(2××n	|	n ∈∈ ℕℕ)),	∂∂(lly.	f(y))	et	SS(lli.	(xi	|	i ∈∈		[1,	n])).	C'est	d'ailleurs	ce	qu'on	
ferait	en	Python	si	on	n'y	disposait	pas	déjà	de	listes	en	compréhension,	ex.	[2*x for x in range(10)]	;	
on	écrirait	list(map(lambda	x:	2*x,	range(10))).

Conclusion	:	les	quantifications	sont	beaucoup	plus	variées	que	les	seules	quantifications	du	calcul	des	
prédicats,	 mais	 présentent	 toutes	 un	 aspect	 syntaxique	 commun,	 celui	 de	 lier	 des	 variables	 à	 des	
contextes	nommés.	Les	noms	des	contextes	n'importent	pas,	du	moment	qu'on	ne	crée	pas	de	confu-
sion	entre	contextes.	On	peut	donc	imaginer	une	quantification	neutre,	llx.	...,	sans	sémantique	parti-
culière	si	ce	n'est	de	créer	un	contexte,	avec	pour	seule	opération	la	possibilité	de	substituer	quelque	
chose	aux	variables	liées,	[E/x],	en	respectant	les	contraintes	des	contextes.

22⃣⃣⃣⃣	Réduction,	passage	au	contexte,	équivalence,	confluence,	convergence

Considérons	LL	un	langage	d'arbres	finis,	soit	sous	forme	graphique,	soit	sous	forme	textuelle	non-ambiguë,	ex.	le	langage	des	expressions	arithmétiques.	On	appellera	schéma	d'arbre	une	notation	d'arbre	compor-
tant	des	méta-variables	qui	représentent	n'importe	quel	arbre	qu'il	serait	légal	de	placer	là.	Les	arbres	représentés	par	un	schéma	sont	appelés	les	instances	du	schéma	d'arbre.	Ex.	A	++	B	est	le	schéma	des	expres-
sions	arithmétiques	qui	sont	des	sommes,	et	2	++	3	est	une	instance	de	ce	schéma.	Dans	un	schéma	les	multiples	occurrences	d'une	même	méta-variable	sont	significatives	de	ce	que	toutes	ces	occurrences	repré-
sentent	strictement	le	même	arbre	(au	contraire	des	multiples	occurrences	d'un	même	non-terminal	dans	une	règle	de	grammaire	algébrique	qui	n'indiquent	pas	autant	d'arbres	identiques,	mais	autant	d'arbres	de	
même	catégorie	syntaxique).	Ex.	A	++	A	est	le	schéma	des	expressions	arithmétiques	qui	sont	des	sommes	d'une	expression	et	d'elle-même.	Par	extension,	un	arbre	est	un	schéma	d'arbre	qui	ne	comporte	pas	de	
méta-variable.	On	appellera	contexte	d'une	ou	plusieurs	occurrences	dans	un	arbre	cet	arbre	où	les	positions	de	ces	occurrences	ont	été	relevées.	On	notera	K[A]	un	contexte	qui	contient	une	ou	plusieurs	occur-
rences	de	A	où	A	peut	être	un	schéma	d'arbre	:	ex.	K[A++B]	serait	le	contexte	des	sommes	dans	une	expression.	Cette	notation	est	ambiguë,	ex.	si	il	a	des	sommes	dans	des	sommes,	et	on	devra	préciser	le	cas	échéant	
les	occurrences	qui	sont	visées.	On	notera	K[B/A]	le	contexte	K[A]	où	on	a	remplacé	les	occurrences	de	A	par	autant	de B.

On	définit	des	règles	de	réduction,	c-à-d.	des	règles	qui	expriment	le	remplacement	d'un	arbre,	le	rédex,	par	un	autre,	le	réduit.	Une	règle	de	réduction	sera	notée	schéma	de	rédex	⊳⊳	schéma	de	réduit	où	toutes	les	
méta-variables	du	schéma	de	réduit	doivent	être	des	méta-variables	du	schéma	de	rédex	;	c'est	donc	en	fait	un	schéma	de	règle.	Comme	pour	les	schémas	d'arbre,	les	multiples	occurrences	d'une	même	méta-
variable	dans	un	schéma	de	règle	représente	strictement	le	même	arbre,	ex.	A	++	A	⊳⊳		2	××	A	qui	exprime	une	sorte	de	factorisation.	On	peut	assortir	une	règle	de	réduction	de	conditions	annexes	pour	exprimer	des	
contraintes	d'application,	ex.	A	++	B	⊳⊳	B	++	A,	si	||||A||||	>>	||||B||||	où	||||..||||	représente	le	nombre	de	nœuds	d'un	arbre.	

Finalement,	on	définit	une	relation	de	réduction	entre	2	arbres	X	et	Y,	notée	X	⊳⊳	Y,	par	passage	au	contexte (on	dit	aussi	par	congruence)	:	X ⊳⊳	Y	ssi	X	==	K[U]	et	Y	==	K[V/U]	et	U	⊳⊳	V	est	une	instance	d'une	règle	de	
réduction	et	U	représente	une	occurrence	unique	dans	K[U].	Ex.	(1)	(5	++	5)	++		(5	++	5)	⊳⊳	(5 ++ 5) ++		(2	××		5)	⊳⊳	(2	××	5)	++		(2	××		5)	⊳⊳	2	××		(2	××	5),	et	(2)	(5	++	5)	++		(5	++	5)	⊳⊳	2	××		(5	++	5)	⊳⊳	2	××		(2	××	5).	On	note	⊳⊳**	un	
enchaînement	de	réductions,	y	compris	aucune	(fermeture	réflexive-transitive),	ex.	(5	++	5)	++		(5	++	5)	⊳⊳**	2 ×× (2 ×× 5)	et	2	××	5	⊳⊳**	2	××	5.	Si	il	y	a	plusieurs	règles	de	réduction,	et	en	l'absence	de	précision,	⊳⊳	désigne	
l'une	d'entre	elles.

On	dit	d'un	arbre	qui	ne	contient	pas	de	rédex	qu'il	est	irréductible	ou	normal,	et	on	se	demande	alors	si	toutes	les	réductions	convergent	vers	des	arbres	normaux	;	c'est	la	propriété	de	normalisation	forte.	Cela	
dépend	encore	du	système	de	règles	de	réduction.	Ex.	la	règle	de	réduction	A ++ B ⊳⊳ B ++	A	sans	condition	annexe	permet	d'entretenir	indéfiniment	une	réduction	qui	ne	converge	pas.	On	peut	alors	se	demander	si	
pour	chaque	arbre	au	moins	une	réduction	converge,	c'est	la	normalisation	faible.	Le	fait	que	des	réductions	convergent	et	d'autres	non	mène	à	se	demander	si	des	stratégies	permettent	de	toujours	trouver	une	
convergence	si	elle	existe,	et	à	quel	prix.

Il	est	courant	de	donner	des	noms	aux	règles	de	réduction	et	aux	systèmes	qu'elles	forment.	On	pourra	alors	en	préfixer	les	mots	réduction,	équivalence,	normal,	etc.	et	en	indicer	les	symboles	⊳⊳,	⊳⊳**,	≡≡,	etc.	:	ex.	xx-
réduction	pour	réduction	selon	la	règle	ou	le	système xx,	ou	≡≡xx	pour	équivalence	selon	la	règle	ou	le	système	xx.

∀∀		x.

..		..		..
∀∀ x.								 ∀∀ y.

ff(x,	y)																			yy(x,	y)

En fait, plutôt que de dire que ∀∀ lie x dans ff, on ferait mieux
de dire que x est le nom d'une instance du quantificateur ∀∀,
et que les occurrences de x dans ff désignent l'instance du
quantificateur qui les lie (flèches pointillées dans le diagram-
me). De cette façon, une variable désigne simplement la
première instance de quantification englobante qui porte le
même nom, d'où une notion de portée. Et tout autre moyen
qu'un nom, ex. un rang, rendrait ce service de désigner une
instance englobante particulière.

On définit ensuite une relation qu'on voudrait être d'équivalence : X ⊳⊳**⊲⊲ Y ssi il existe U tel que X ⊳⊳** U et Y ⊳⊳** U. Pour que ce soit une
relation d'équivalence, il faudrait que ce soit une relation transitive, et cette définition ne le garantit pas. Ex. on peut avoir X ⊳⊳** U et
Y ⊳⊳** U, et Y ⊳⊳** V et Z ⊳⊳** V, donc X ⊳⊳**⊲⊲ Y et Y ⊳⊳**⊲⊲ Z, mais si on n'a pas U ⊳⊳**⊲⊲ V on risque de ne pas avoir X ⊳⊳**⊲⊲ Z. On appelle confluence
la propriété que si X ⊳⊳** U et X ⊳⊳** V alors U ⊳⊳**⊲⊲ V. La confluence est dite faible (on dit parfois locale) si les ⊳⊳** partant de X sont remplacés
par des ⊳⊳. Cette propriété dépend du système de règles de réduction adopté, et elle est suffisante pour que ⊳⊳**⊲⊲ soit une relation d'équi-
valence, et on la notera alors ≡≡. On aurait pu construire une relation d'équivalence par fermeture réflexive-transitive-symétrique de ⊳⊳,
mais des règles de réduction comme 0 ×× A ⊳⊳ 0 ne se prêtent pas à être lues symétriquement car toutes les méta-variables de ce que serait
le réduit ne sont pas des méta-variables de ce que serait le rédex. En fait, la littérature offre beaucoup de variations sur ce thème :
(1) définir une relation d'équivalence puis se demander si une relation de co-convergence la représente bien, (2) définir une relation de co-
convergence puis se demander si elle est une relation d'équivalence, et de nombreuses variantes entre les deux.

Si

entraîne

alors	⊳⊳**⊲⊲ est	transitive.

X

U																														V

U											⊳⊳**⊲⊲ V

W

X ⊳⊳**⊲⊲ Y ⊳⊳**⊲⊲ Z

U V

X ⊳⊳**⊲⊲ Z

W

Est-ce	que

entraîne

?

33⃣⃣⃣⃣	Le	paradoxe	de	Russell

Gottlob	Frege	publie	en	1879	(puis	1884,	1893	et	1903)	la	première	présentation	d'une	logique	avec	quantificateurs.	Il	propose	au	passage	une	première	théorie	des	ensembles	qui	fondent	les	quantifications.	Mais	
cet	édifice	est	sapé	par	Bertrand	Russell	qui	présente	un	paradoxe	qui	rend	cette	logique	inconsistante.	

Le	paradoxe	repose	sur	la	possibilité	d'un	ensemble	de	tous	les	ensembles	et	de	caractériser	des	ensembles	d'ensembles	en	compréhension.	L'ensemble	de	tous	les	ensembles	est	forcément	un	élément	de	lui-
même.	Mais	tous	les	ensembles	ne	sont	pas	éléments	d'eux-mêmes.	Ex.	l'ensemble	des	entiers	n'est	pas	un	entier.	Le	prédicat	« s'appartenir	»	partitionne	donc	l'ensemble	de	tous	les	ensembles	en	deux	sous-
ensembles.	Question	:	que	dire	du	sous-ensemble	des	ensembles	qui	ne	s'appartiennent	pas	?	S'appartient-il,	ou	non	?

On	perçoit	facilement	que	le	paradoxe	vient	de	la	trop	grande	facilité	avec	laquelle	on	a	formé	des	ensembles	d'ensembles	en	utilisant	le	principe	de	compréhension.	Ce	principe	dit	qu'il	suffit	qu'un	prédicat	soit	
défini	sur	un	ensemble	pour	que	cela	caractérise	deux	sous-ensembles,	celui	des	éléments	pour	qui	le	prédicat	est	vrai,	et	les	autres.	D'où	de	nombreuses	tentatives	de	restreindre	cette	faculté,	en	particulier	en	
stratifiant	le	langage	des	ensembles,	des	ensembles	d'ensembles,	etc.

Si il s'appartient, il n'est pas un ensemble qui ne s'appartient pas, donc il ne s'appartient pas. Si il ne s'appartient pas, il appartient à l'ensemble des ensembles qui ne s'appartiennent pas,
donc à lui-même. D'où une inconsistance.

44⃣⃣⃣⃣	Gottlob,	Bertrand,	Haskell,	et	les	autres

Gottlob	Frege	(1848−1925,	Allemagne)	:	depuis	son	Begriffschrift	(1879),	Die	Grundlagen	der	Arithmetik	(1884),	jusqu'à	Die	Grundgesetze	der	Arithmetik	(1893−1903),	Frege	consacre	sa	carrière	à	une	première	présentation	d'un	calcul	des	prédicats,	son	idéographie,	et	d'une	théorie	des	ensembles.
Bertrand	Russel	(1872−1970,	Royaume-Unis)	:	on	lui	doit	directement	peu	de	chose,	mais	il	a	été	un	des	grands	animateurs	des	travaux	de	fondation	de	la	logique	moderne,	ex.	dans	son	travail	avec	Alfred	North	Whitehead.	Il	est	aussi	Prix	Nobel	de	Littérature	et	un	pacifiste.
Haskell	Curry	(1900−1982,	États-Unis)	:	co-inventeur,	avec	Moses	Schönfinkel,	du	modèle	de	calcul	des	combinateurs.	Ce	calcul	peut	être	entièrement	simulé	par	le	l-calcul,	et	vice-versa.
Alonzo	Church	(1903−1995,	États-Unis)	:	inventeur	du	l-calcul	pour	contrer	les	inconsistance	que	Russell,	et	d'autres,	avait	exhibées	dans	la	théorie	des	ensembles	de	Frege,	puis	découvreur	avec	Kleene	et	Rosser	de	la	puissance	calculatoire	insoupçonnée	de	ce	calcul.	
J.	Barkley	Rosser	(1907−1989,	États-Unis)	:	étudiant	puis	collaborateur	de	Church	à	l'occasion	des	premiers	travaux	sur	le	l-calcul.
Stephen	Cole	Kleene	(1909−1994,	États-Unis)	:	étudiant	de	Church	à	l'occasion	des	premiers	travaux	sur	le	l-calcul.	On	lui	doit	des	présentations	consolidées	de	beaucoup	des	systèmes	utilisés	aujourd'hui	en	informatique	:	ex.	en	théorie	des	langages	ou	en	théorie	de	la	calculabilité.	
Corrado	Böhm	(1923−2017,	Italie)	:	grand	explorateur	des	capacités	du	l-calcul	en	programmation,	compilation,	etc.	
Henk	Barendregt	(1947,	Pays-Bas)	:	auteur	d'une	présentation	consolidée	du	l-calcul	qui	est	une	bible	du	domaine,	ainsi	que	d'une	présentation	harmonisée	des	systèmes	de	l-calcul	typés	qui	convergent	vers	le	calcul	des	constructions	:	le	ll-cube,	ou	Cube	de	Barendregt.


